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PREPARA ON AU C.A.P.E.S.

SESZION DE 1976

DEUXIEME COMPOSITION
DE MATHEMATIQUES

Durte : 5 heures

PREAMBULE

Dans tout le probleme, V désigne un espace vectoricl euclidien de

dimension 2 ou 3 ; on note il II 1a norme associ¢e au produit scalaire
défini sur V.

€ (V) désigne le groupe orthogonal de V. On se propose d'étudier les
sous-groupes finis (c’est-d-dire n’ayant qu'un nombre fini d'éléments)

de O (V).

On rappelle que 'ordre d'un groupe fini est le nombre de ses &léments
et qu'un groupe fini est cyclique lorsqu'il est engendré par un de scs
¢léments. )

Le cardinal d’un ensemble X sera noté card X.

On dit qu’une bijection £ d'un enzemble X sur lui-méme laisse invariant
ou conserve un sous-ensemble Y de X lorsque £(Y) = Y.

On rappelle que /= * désigne la bijection réciproque de f.

Par abréviation, une symétrie vectorielle de V sera appelée symétrie
et une rotation vectorielle de V sera appelée rotation, L'identité de V,
notée Idy, est considérée comme une rntation particuliére de V. De
mime Uidentité d’un espace affine ¥ est considérée comme une rotation

(athine) particulidre de V.

Le symbole o est celui d=» {a composition des applications. Quand il
sera question de groupe. on :ous-entendri « pour la loi o ».

On rappelle enfin que tout esvace vectoriel V peut ftee muni d'une
structure d'espace affine ~ur lui-rs me. Qi vourra done parler indifférem-
ment de vecteurs ou de points pour désigner les déments de Vet on
représentera les situations rencontrées duns \ par des figures.
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PREMIERE PARTIE

Dans cette partie la dimension de V est 2

A

Soit V" un plan affine dont I'espace vectoriel associé est V. Dans ¥
rapport: 3 un repére orthonormé, on consideére le carré ABCD dont les
somuets ont pour coordonnées respectives (1, 1) , (- 1, 1) , (- 1, — 1)
et (1, — 1).

10 Démontrer que toute isométrie affine de V" conservant Pensemble
de pointz { A, B, C, D } laisse invariant le point O, origine du repére et
i ) | p - g F
que Vensrmble 00 de ces izométries est un groupe isomorphe d'une part
A un sou~-groupe de O (V), d'autre part & un sous-groupe du groupe des
group P groug group
permutations de 4 éléments.

2¢ Trouver un sous-groupe cyclique d’ordre 4 de ®.

3o Démontrer que ® est engendré par deux symétries orthogonales
par rapport i des droites que Fon précisera.

B

On donne un sous-groupe fini de O (V), soit (3, et on appelle J I'ensem-

ble des rotations appartenant 3 (3.
1o Démontrer que JC constitue un sous-groupe de G.

20 A toute rotation R de V on associe le réel 0(R), appartenant &

Fintervall» 0, 2 =, qui détermine Pangle de la rotation R et est appelé

mesure de R On aura en particulier ici pour mesure de la rotation
identivt de V (Idy) le nombre 2 =0 Démontrer qu'il existe un élément R,
de ¢ dont la mezure est minunale, ¢'est-d-dire vérifie

YReX, O(® > 0(R).

Démantrer que, pour tont R < 3¢, il existe un entier naturel m tel que
0 (R) - m 0 (R,). En déduire que ¢ est un groupe cyclique dont R,
est un glnérateur.

Expritner 0 (R,) en fonction de Vordre n de K.

30 Déterminer un en<emble A d'éléments de Vool que J€ constitue
Pensemble des rotations de V lais<ant |\ invanant.

Donner en fonction de n le nombre minimum d'éléments de A.

40 On cuppose (X # G et on désigne par S une svmétrie orthogonale
donnée appartenant i (.

a
On désigne par S Vensemble, noté { SeR | R e &},
des So R tels que Re .

a. Démontrer que S JC ne contient que des symétries orthogonales.

b. Démontrer que 'on a
G =& vUSXK.
¢. Exprimer les éléments de ¢ en fonction de S et de R,.
50 Démentrer qu'il existe deux types de sous-groupes finis de O (V)
et en préciser la nature.
6° On reprend la situation du paragraphe 40 ci-dessus.

Soit (u,, u,) une base orthonormée de vecteurs propres de S 5 donner
dans cette hase les matrices de S, R, et T = R, o S (on appelle toujours n
Pordre de (V).

Caractéricer T et démontrer que ¢ admet un systéeme de générateurs
constitué par des symétries orthogonales que I'on précisera.

70 V étant rapporté i la base (u,, u,) utilisée ci-dessus, et x étant un
&ément non nul de V, on désigne par Arg x la me< are de l'angle (v, , %),
nombre résl appartenant 3 } 0,2 }. On posc

F==er 0<A1gx<g-
L
En supposant que n = 4, représenter sur un dessin F et ses images
respectives par T, ToS, ToSoT, SoToeSoT, SeToeS, SoT
et S.
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DEUXIEME PARTIE

Dans cette partic la dimension de V est 3

Soit 3* un espace affine dont Pespace vectoriel associé est V. Dans 9

i rapporté 3 un repire orthonormé d'axes x'Ox , y'0y , 2’0z, on désigne

par X 1a <phére de rayon 1 centrée i Uorigine O du repére, et par Il cube

ABCDA'B'C'D’, les trois coordonnées de chaque sommet de I' appar-
tenant al'ensemble { 1, — 1 }. Dessinerlecube I".

1o Démontrer que toute rotation affine de \’ conservant I'ensemble
des shmmets de T laisse invariant le point O; justifier rapidement le fait
(e Vensemble ¢ de ces rotations constitue un groupe fini, isomorphe
d'une part 3 un sous-groupe de ¢? (V), d’autre part i un sous-groupe
du groupe des permutations de 8 éléments.

Soient deux sommects appartenant @ une méme aréte du cube I', D&
montrer que la seule rotation affine appartenant a &y et laissant invariant
chacun de ces deux sommets est lidentité de V. En déduire que le
nombre d'éléments de Ky est au plus 24,

20 Démontrer que 'ensemble des éléments de ICr qui laissent invariant
un sommet donné de I constitue un sous-groupe d'ordre 3 de K.

On rappelle que Vordre d'un élément g d'un groupe fini est le plus petit
enticr q strictement positif tel que g% (composé de ¢ éléments égaux i g)
soit I'élément neutre du groupe. Déterminer tous les éléments d’nrdre 3

de XK.

3o Déterminer les éléments d’ordre 4 de I, puis les éléments d’ordre
2 de Ky

Décrire tous les éléments de 3y,

4° On appelle péle d’une rotation de % (autre que Videntité de V)
tout pointntersection de la sphére X et de I'axe de cette rotation. Repré-
genter <ur un dessin {a portion du cube I' et 1a portion de la sphére X
situces dans la région de W définie parx 2 0, ¥ 2 0, z > 0, ainsi que
les demi-axes des rotations appartenant a &y qui sont situés dans cette
région et lea poles appartenant i ces demi-axes.

S a—~

g e

On désigne par @ l'ensemble des poles des rotations (antres que
Pidentité de \') appartenant 3 Ky,
a. Calculer card L.

h. Démontrer que <€ est invariant par tonte rotation appartenant
3 &y et qu'il en est de méme de Pensemble des pales dee éléments d’ordre
3 de Hp et de Pensemble des poles des éléments dordre 4 de K.

¢. Démontrer que F'on peut déterminer un ensemble { P, P, , P, }
de poles ¢léments de <€ tels que <i € dé<igne Vencemble des images
de P, par tous les éléments de K'r, 'on ait
@ T=0 Ui, v,
et N Q=9 sij#k,
i,jetkétant élémentsde { 1, 2, 3 }.
(Q, sera appelé orbite de Py.)

d. Calculer P'ordre des sous-groupes de & qui laissent invariants
P, , P, et I, respectivement. Quelle relation existe-t-il entre l'ordre
de K, le cardinal de €, et Uordre du sous-groupe de Iy qui laisse Py
invariant ?
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TROISIEME PARTIE

Dans cctte partie la dimension de V est 3

A

¢} désigne un sous-groupe fini de © (V) et JC est I'ensemble des
rotations de 5. On suppose K # (.

1o Démontrer qu’on peut trouver un élément S de ¢ tel que
G =K uSxK.
(On rappelle la notation S = {SeR | Red&}.)

Caractériser S, puis montrer que & est un sous-groupe distingué de G.

20 Soit o la sphére wnité de V, o = {xeV | |lx||=1)

Démontrer que, si R est une rotation de V distincte de Idy, il existe
deux él¢ments, et deux seulement, x, et x,, de 6, qui sont invariants
par R; x, et x, sont appelés poles de R.

32 Démontrer que, si x est un pole d'une rotation R appartenant &
&, alors, pour tout élément T de ¢, T (x) est pole d’une rotation R’ que

-~
—_— -

a. Vénier ~ue et une relation d'équivalence. o, en utilisant
24 que Pensemble-quotient (2 s prut ftre mis en bijection avec (1 ,.
En déduire que 'on a
n o= n,u,

en posant n, = canl W, et v, = card {2 ,.

b. On dé-igne par U Penzembls des couples (R, x) ol R est un
élément de JC autre que Idy et ot x est un pale de R. Démontrer que

card U = 2 (n = 1).

50 On suppose que 'ensemble des pdles des éléments de K contient
k orbites distinctes, on choisit un pdle sur chaque orbite et on obtient ainsi
un ensemble de péles { z,, x,, ... 2, }. Démontrer que 'on a

k
\
card U = 2‘ vy (ny - 1)
i=1
"oti I’on a posé, pour alléger les notations,

vy, =1y € B, =n,.

!

6° Démontrer que 'on a

k
2_2:‘,\_:(1_1) et k#£1.

A3 n,
7° Démontrer que les seules valcurs éventuelles de k sont 2 et 3.
8° Démontrer que, si k = 2, alors J¢ est un groupe cyclique.

92 On suppose maintenant que I'on a k = 3 et, pour fixer les notations,

I'on précisera.

4° On appelle stabilisatcur d'un éément x de V Pensemble [}, des
éléments de & laissant x invariant et orbite de x l'ensemble €, des
images de x par les éléments de 3.

On désigne par n 'ordre de XK.

On se donne x, pole d'une rotation appartenant & ¢ et on considére
'application
RELUEET O
PR — R

et la relation - définie sur JC par

(R, vy R) = R' o R, € &,.

on pose
n, < n, < n,.
Erablir les résultats suivants :
a. n, =2
b. nef{23}

c. -si n,=3, alors n,e{3,45}.

10° Démontrer que, si I'on a

n, = 2
, =3
=%,

alors J¢ est isomorphe au groupe &y de la deuxiéme partie du probléme.
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{12 Pouvez-vous de e fes ensembles de points (sommets de polvédres
réguiiers) jouant un rile anaogue 3 cetut des scommets A, B, C, D, A", B,
€' D" du cube I (¢f. deuxiéme partie du probléme) pour les éventualités:

a. n, =2, n,=n, =3

b. n, =2, n,=3, n,=>57?

B

1° Soit K un groupe de rotations de V. On désigne par — E la com-
posée d'un endomorphisme E de V et de I'homothétie de V dont le rapport
est — 1. On considére I’ensemble

K=XuU{-R | ReX}.

) ~~—
Démontrer que (R constitue un groupe dont le-sous-groupe-desrotations

est X. -

2> J étant un sous-groupe de K et R, un élément de K (R, ¢ J)
on pose

R, 3= {R,eR | Red}.
On suppose que ] est tel que
RXR=3 uUR]j.
Démontrer que I'enscmble -
J=3v(-R | ReR3)
constitue un groupe dunt 7 est le sous-groupe des rotations.
3¢ On revient a la situation du début de la troisiéme partie : G est un

sous-groupe fini de ©) (V). (W le sous-groupe des rotations de G (K # ¢)
et S un élément de G tel que § = X U S I,
Démontrer que 5? € K. X
Démontrer que I'ensemble
L=XuU(-98 K

constitue un groupe de rotations de V.

4° Donner le catalogue des sousgroupes finis de © (V).

ORI

LN,

PERE &

LRXY
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