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DEUXIEME COMPOSITION
DE MATHEMATIQUES

Sujet (durée : 5 heures)

PREAMBULE

Dans tout le probléme, f& désigne un espace affine euclidien de dinen-
sion finie n > 1 et 0 une base orthonormée de ’espace vectoriel associé.

O", note detp (v,,v,, ...,v,) le déterminant des composantes sur

-

des n vecteurs v, , v,, ..., v, pris dans cet ordre.

Les deuxiéme et troisitme parties n’utilisent pas les résultats de la
premiére.

PREMIERE PARTIE

Dans toute cette premiére partie, n = 2

1° a. A, B, C étant trois points de %, démontrer que le nombre
1 —_ —
3 |detz (AB, AC)| ne dépend ni de U'ordre dans lequel sont énoncés

les points A, B, C, ni du choix de (. Ce nombre est, par définition, P'aire

du triangle ABC, notée Aire (ABC).

b. ABCD désignant un quadrilatére convexe de diagonales AC et
BD, démontrer que

Aire (ABC) + A{re (ADC) = Aire (BAD) + Aire (BCD).
Ce nombre est, par définition, 1’aire de ABCD.

¢. Dans toute la suite de cette premiére partie, ABC désigne un
triangle non aplati d’aire A. Démontrer que toute droite qui rencontre le
triangle le partage en deux parties dont la somme des aires est A.

" 1
k étant un réel donné vérifiant 0 < k < 3 la droite D est dite

k-convenable, relativement a3 ABC, si elle partage ce triangle en deux
parties d’aires respectives k Aet (1 — k) A. On se propose d’étudier
Pensemble Dy (A, B, C) des points de /b par ot ne passe aucune droite
k-convenable (relativement 3 ABC).

2° Démontrer que si ‘® est une application affine bijective de 5t
dans lut-méme (c’est-d-dire une transformation affine de f), avec
A= B ), B=3B), C==56(C), DA, B, C) est 'image
par & de D, (A, B, C). Préciser celles de ces transformations B qui
laissent globalement invariant ’ensemble { A, B, C }. Quelles propriétés
de Dy (A, B, C) peut-on déduire de I'existence de telles transformations ?

3° Le plan & est rapporté au repére (A, AB, A—>C), x et y désignant
les coordonnées d’un point quelconque dans ce repére. Soit J€ la courbe
d’équation

Ll

xy =

a. Démontrer que toute tangente a J¢ coupe la droite AB en
un point B’ et ta droite AC en un point C’ tels que Aire (AB'C’) = k A.

b. Sur quelle partie I, de I€ faut-il choisir le point de contact
pour que B’ soit entre A et B et C’ entre A et C? Préciser les coordonnées
des points limitant &€, .

c¢. Démontrer que, réciproquement, si une droite D coupe AB en B’
entre A et B et AC en C’ entre A et C, tels que Aire (AB'C’) = kA,

D est une tangente 3 J€, .

d. Déduire de ce qui préctde qu’une droite est k-convenable
(relativement 3 ABC) si et seulement si elle est tangente 4 'un quelconque
de six arcs analogues a J€,; on précisera ces arcs, sans autre démonstra-
tion, notamment 'arc 3¢, , qui est inclus dans la courbe d’équation

1—-k
Ay =3
Représenter ces six arcs sur une figure dans le cas £ = 0,3 et, sur une
autre figure, dans le cas k = 0,47; le triangle sera dessiné équilatéral, le
c6té mesurant 20 cm. On fera figurer les tangentes aux extrémités des six
arcs,

4° On va maintenant préciser D, (A, B, C) en utilisant le m&me repére
que dans 3°.

a. Démontrer, en reprenant I’équation de la tangente 3 J€ au point

de coordonnées x, et » qu'il passe par le point M de coordonnées

4z,
x et y une tangente (au moins) a J¢, si et seulement si

[tky =k + x) (y — k + kx) < 0]

ou [(gSy$%> et (y—k+kx>0 e (dzy — k<O]
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b. Démontrer que D, (A, B, C) est contenu dans le demi-plan

[}
ouvert E, défini par I'inégalité ky — k + x > 0. (On peut sup poser que les
coordonnées de M vérifient ky — k’+ x < 0 et démontrer qu’alors

(ky — k + )y — k + kx) <0
ou bien
(-8 y—-R+1-x-yly-A-H+U-k) (1-2-5] <0
oublen[k(1 —x —y) —k+ [l —x—y) —k+ k] <0)
c. D, (A, B, C) est donc contenu dans I'intersection K de six demi-

o 0
plans analogues & E,. Démontrer que par aucun point de K il ne passe
de tangente & €', .

d. Le point M (x, y) appartenant a I%, traduire par des inégalités
portant sur x et y l'appartenance de M a D, (A, B, C). Pour quelles
valeurs de £ D, (A, B, C) est-il vide? (On pourra condidérer x, y et
(1 — x — y) comme les zéros d’un certain polyndme du 3° degré.)

Faire apparaitre éventuellement D, (A, B, C) sur les figures construites
au 3°

DEUXIEME PARTIE

Avant d’aborder la troisitme partie, on va préciser, pour n quelconque
(n > 1), certains aspects des notions de polyédre convexe et de volume.
Les propriétés rappelées dans les quatre alinéas qui suivent seront
admises.

Une partie 6 de & est convexe si et seulement si, pour tous points M,
M’ de 8, le segment MM’ (ensemble des barycentres de M, " affectés de
coefficients positifs de somme 1) est dans G. L’intersection 1’une famille
de convexes est convexe.

La suite (A,, A,, ..., A,) de (n + 1) points de 'espace affine b,
de dimension n, étant un repére affine, a tout point M de /b est associée
une suite unique (x,,x,, ..., x,) de réels vérifiant

%, + x, + ... + x, = 1 (coordonnées barycentriques de M),

de telle sorte que M est le barycentre de la famille pondérée (A, x,),
0<ign

Pour toute suite (a, , @, , ... , ;) de réels non tous égaux, I'ensemble
des points M pour lesquels o, x, + «, %, + ... + a, x, = 0 est un
hyperplan H de &. Tout hyperplan a une équation de cette forme.

e At s it e e e o ke e

Dans les mémes conditions, 'ensemble des points M pour lesquels
@ %y -+ 2,7, ... = 7.2, = 0est I'un des deux demi-espaces fermés
de Wb limités par H, 'autre étant caractérisé par

¥y Xy ooy x, oo+ ooy x, €05

ces deux demi-espaces sont convexes.

Pour tout repeére afline (A, A,, ..., A,) de b, & chaque point
A, (0 < i < n) on associe U'hyperplan H; contenant tous les points du
repére sauf A, , et le demi-espace fermé E, limité par H, et contenant A,.
On appelle alors polyédre élémentaire P de sommets A, A,, ..., A,

- Tintersection des (n -+ 1) demi-espaces fermés E; .

@ étant une base orthonormée de 1'espace vectoriel associé & b,
on considére maintenant le réel

1 arairere I
= detn (A.A,, AA,, ..., AA) |-

" 1° Démontrer que ce réel ne dépend ni de Pordre dans lequel sont
énoncés les sommets du polyédre élémentaire P, ni du choix de la base
orthonormée (3. Ce réel, noté v, (P), est appelé volume de P.

2° Soit M un point de P, P; le polyédre élémentaire, défini quand
M ¢ H,, de sommets A;, A, ..., A,,M,A ,,, ..., A,. Soit
@, la fonction définie sur P par

P (M) = v, (PY)
@i(M) =0

si P, est défini-

dans le cas contraire.

a. Démontrer que o; est la restriction & P d’une fonction affine,
c’est-d-dire d’une application affine de & dans R .

b. Soit ¢ la fonction définie sur P par ¢ (M) = E o¢ (M). Quelle
i=0

valeur prend-elle en un sommet de P ? Démontrer que p est constante
sur P et que le volume de P est la somme des volumes des P, définis.

3° On appelle polvédre fermé conrvexe l'intersection K, lorsqu’elle est
bornée et non vide, d'un nombre fini p de demi-espaces fermés de fb.

a. Démontrer que p > n + 1. On pourra, en le justifiant, utiliser
le fait que l'intersection de ¢ hyperplans vectoriels contient une droite
vectorielle,siq < n — 1.
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b. Lorsqu'un polvédre fermé convexe K est contenu dans un
hyperplan de b, on dit quiil est aplati. Démontrer qu :i K est un polyédre
fermé convexe non aplati, intersection de (n -4 1) demi-espaces fermés
E,de & (0 <1 < ny, les (n 4- 1) hyperplans limitant les E; se coupent
n par n en un point unique, et que K est le polyédre élémentaire admettant
pour sommets les (n + 1) points ainsi obtenus.

4° a. Etablir que pour que la suite réelle (y,, ¥, ,¥,) satisfasse au
systéme d’inégalités

S:[y, 20 et 7120 et y, <0 et 7o+7x+y2201
il faut et il suffit qu'elle satisfasse & I'un ou I'autre des systémes S’, S”

S :[y,>20 et y,<0 et y, +y, 2 0]
S il 20 et yo+y, +720 et y +y, < 0]
b. Plus généralement, m et p étant deux entiers vérifiant 0 < p < m,

démontrer que pour que la suite de réels (y,,y,, ..., yn) vérific le
systéme suivant S de (m + 2) inégalités

¥, 2 Opourtoutitel que0 < i < p
S: ety < Opourtouti(s’il en existe) telquep +1 < i< m
ety t+yn+ ... +ym =0

il faut et il suffit que la suite (y,,%,, ..., ym) vérifie I'un au moins
de ¢t systétmes d’inégalités §',,S’,, ... S';, chacun des systémes S,
(1 < j < t) satisfaisant aux trois conditions :

a. S’y est la conjonction de (m + 1) inégalités de la forme
z, 2 O(ouz, < 0), z; désignant soit un y,, soit une somme de ¥,
O<ig<m. :

B. Le systéme S°;, obtenu en remplacant dans Sy chaque inégalité
large par une inégalité stricte, a des solutions.

Y. Si(¥e, 15 -+ ¥m) vérifie simultanément deux systémes distincts
S’;, 5y, (ce qui exige ¢t > 2), alors un certain z, est nul.

On pourra procéder par récurrence sur m; aprés avoir formulé I’hypo-
thése de récurrence convenable, on remarquera la vérité de la propo-
sition :

[(yx+ya+"-+.7'm>0) ou Oy +y:t - +ym < 0]

5° Soit P le polyédre élémentaire dont les sommets sont les points
du repére affine (A,,A,,...,A,), E un demi-espace fermé de b
limité par Phyperplan H, K Pintersection (suppesée non vide et non

aplatie) de P et de E.

a. Démontrer qu’un point M appartient & K si et seulement si ses
coordonnées barycenciques (x,, x,, ..., x,) vérifient un systéeme de
(n + 2) inégalités, de la forme :

. n
. . Y
Vi, 0<ign, %20 et oy x =20
i=0
ot les «; sont des réels non tous égaux.
b. En posant, pour o; # 0, x;, = y; et en utilisant 4° b. de la

deuxiéme partie, démontrer que K est la réunion de polyédres élémentaires
constituant une famille finie F telle que 1'ensemble des points communs

-4 deux quelconques de ces polyédres soit contenu dans une réunion finie

d’hyperplans de . On note Vg la somme des volumes des polyédres
de la famille F.

On adm:ttra que si K est aussi la réunion de polyédres élémentaires
constituant une autre famille finie F’ possédant la méme propriété,
alors Vg, = Vg . Par définition ce réel sera appelé volume de K et noté

v, (K).

A un polyédre aplati, ainsi qu’a 'ensemble vide, on attribuera un volume
nul.

TROISIEME PARTIE

Dans &, de dimension finie n quelconque (n > 1), on se donne un
polyédre élémentairé P de volume v, (P). Soit k un réel vérifiant

1
S o
0<k 3

Un hyperplan H de & est dit k-convenable (sous-entendu relativement
a P) s’il partage P en deux polyédres de volumes respectifs & v, (P) et
(1 — k) v, (P). On appelle D, (P) ’ensemble des points de /& par ou ne
passe aucun hyperplan A-convenable.

1° On note X 'ensemble des suites réelles (o, , «,, ..., «,) ot les &
ne sont pas tous égaux. Soit g la fonction qui & (2, &, , ..., x,) € &
associe le volume v, (K) de l'intersection K de P et du demi-espace fermé
E de /b caractérisé par .

X Xy + %, %+ .. Fazx, 20,
Soit m , p deux entiers telsque 0 < p < m < n.
Soit £ (m , p) la partie de 2 définie par les conditions :

)

<
( pour tout i (s’il en existe) vérifiant m +1 < i < n, = 0.

pour tout ¢ vérifiant 0 < i < p, g > 0.

pour tout ¢ (s'il en existe) vérifantp +1 < i< m, ;<0
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Démontrer que la restriction & £ (m , p) de la fonction g est une fonction
rationnelle de (%, , «,, ..., «,) , donc continue sur & (m, p) considérée
comme partie de I'espace normé R * *+ 1,

On admettra que g est continue sur X et vérifie lu propriété de « la
valeur intermédiaire ».

2° Démontrer que si par M, de Jb il passe un hyperplan k-convenable,
1

3 il passe par M, un hyperplan

alors pour tout réel £’ tel que £ < k' <

k’-convenable.

3° Soit H un hyperplan k-convenable. Il partage P en deux polyédres
dont I'un, soit I1, a pour volume % v, (P). Soit M un point quelconque
de I1 ; démontrer que M n’appartient pas & D,, (P). (On pourra considérer
Phyperplan paralléle 3 H et contenant M.) En déduire que Dy (P) est

convexe.

4° Démontrer que si Dy (P) est non vide, P’isobarycentre des sommets
de P appartient & D, (P). (On pourra utiliser la convexité de D, (P) et
I'existence de transformations affines de Jb laissant globalement invariant
P’ensemble des sommets de P.)




