POy E LY de AU()

SESSION DE 1980

DEUXIEMZE COMPOSITION DE MATHEZMATIQUES

Durge : 5 heures

Z cst 'anneau des entiers relatifs, R est le corps des nombres réels et € celui des nombres complexes.

P est un plan athine cuclidien rapporté & un repére orthonormé d'origine O. On utilisers la bijection de P sur C
définie par M de coordonudes (x, y) =~ x 4+ iy. On note M (z) le point de P qui a pour afive =
I est e point de coordonndes (1, 0).

A est un entiee naturel non nul.

Onappelle « n-point » de ¥ toute famille (M), o7 de points de P vérifiant : Vhe Z, M, |, =M, . Unteln point
est notd (M, .. M), ou DI ST n'y a pas ambipuitd, :

On appelle « edtd Fun n-point 5 le segment joignant deux points conséentifs M, et M, ., . On dira un
a-point o<t réluit 3 un point si VA e, M = M,

On dit que deux n-points 20 et JU sont équivalents 8'il existe un entier & tel que : VAeZ, M, ., = N,.
Les classes d'équivalence sont appelées” des « n—gones ».

Les seules similitudes envisagdes dans le problime sont des similitudes directes. Deux n-points 3T et 2T sont
dits semblables o'l existe une similitude H telle quo : Yk e Z, H(M,) = Nj. Deux n-gones sont sembiibles 5'ils
admettent des représentants semblubles.

2 9
2in . .\ 2
@ = exp <—;—- est la racine n-itme de 1 dans € d'argument —n: - Pourpe{1,2,...,2-1),

. 7 epeqin . . . v . . . .
on appelle €2, le n-point (W71 _5 ol W est e point d'allixe w?*. Un n-gone est dit régulier de « type 0 » 5'il
est semblable 3 L) ou $7 est réduic & un point.

A tout nombre complexe g, différent de 1, on associo une transformation polygonale d'ordre n, 3, détinic de
la maritre suivente @ 3 tout p-poiat I = (M), .5 correspond le n—poiat S; (OIL) = I = (N), .z tel que, pour
tout 4, le 3-paint (Mg, My 4, , Ny) soit réduit & un point, ou semblable au 3-point (A, I, O0). A est ic point Jakxe <
et 1 est le point d’affixe 1.

1.1. M = (M), ¢z ¢tant un n-point et JU = (N,), .7 son image par la transformation polygonale S5,,
S, ON) = I, on note =, Paffixe de M, ¢t z}, V'aflixe de N;,. Montrer que I’'on a :
‘ I = Al 4
VkeZ I o S EFI,
) x 1~a

1.2. a et b &tant deux nombres complexes différents de 1, montrer que les deux transformations polygonales
S, et S, commutent, c'est-d-dire que t'on a :
S,eS5, =S5;08,.

1.3. Sid =(M,, ..., M,) est un n-point, on appelle « centre de gravité de I » l'isobarycentré des
points M,, ..., M,. Montrer que le centre de gravité de 9T = S, (IN) est le méme que celui de IT.
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Dans Loute cette partiz noest Ixé égal 3 3.
U S—point réguiier est dit « équiletéral ».
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2.1 Solent M (2), M, (22, M, {z,) trois points de 2. Donner une condition nécessaire ¢t sailsanie su
nombres complexes 2, 24, 2, pour que le 3-point (M,, M., M,) scit équilaiéral de type o =, puls pour qulil

soit équilatéral de tvpe j7.
¥l

2.2, Oa suppese que ¢ a'est pas une racine eubigque de unit®; montrer que Lo trensformation polvg

N

drordre 3, 3, , estune Lijection de Censemble des 3-points sur luiméne ot qu'elle induit une Lijection de Censerinde

des 3-points Gquidatéraux sur lui-mcéme.

-
\

2.3, Dans ertte question, on prend @ == { et les trois points B, C, D dlathixes respectives 0, v et b o i
Effectuer 4 o role ol an compas les constructions de similitude permettant de tracer Uimage da 3-point (B0 G0 1)
par S (o aara soin de fare apparaitre cairement sur fa fgore les edtés du 3- point (B, G, D) et des edtds de sonimuse

par S, ).

2.4, Dans cette question, on prend a racine cubigue de Punité.

rer que Vimage par S, de tout 3-point est un 3-point équilatéral et préciser suivant les cas le type de ¢z
3-point couiiatéral.

Montrer que Uimage par S, d'un 3-peint équilatézal de type 2 est un 3-point réduit 3 un point. Quel et ca
point?

2.5. « est encore une racine cubique de Punité et 9T = (N, N, N}) est un 3-point équilatéral de type o,
Montrer e pour tout point M, de P il existe 270 = (M, My, M) tel que 5, (310) == IL Décrire géandriquennnt
la construstion da M, et M, 3 partiv de DT et de M, 5 faire ta hgure.

we par S du 3-point (B3, €, D) dénui en 2.3, sur un nouveau dessin,

Construtee in i

S e et e nouvean un noinbre complese quetconque (mais daftrent de D Détervaner Ceneemibie
des points Moae P tels que Phimage par 35 du 3=point (A, 1, M) soit un G-point formdé de points wliznos (asds e
{ : .

Gete une droile da pian contenant les trois points Ny, N et N ). Montrer que cet enserble contiont, st @ = U,
1 . o o .

les points A, (= 1= @), A; (@) et A, (—-/‘ Curactériser géométrijuement cet ensemble & Ualde Jdes points
a

A, A, et A,. Ltudier le cas a = 0.

1981

n ost un entier non nul quelcongue.
(4,4 -vr» &y) Ctant un ément ron nul de C*, on dit qu'un n-point T vérifie 1z relation U déiinie par
(ty 4 ... u,) siles atlixes = des points My de DL véritient ¢

I S R

Oa dit que L relation U est adaptée si elle satisfait 3 la condition suivante : st T vérifie U et si MU est
semblable 3 M, alors AV vérifie UL T
On it que a relation U est polygonale d’ordre n si & la fois :
() Ele est adaptée;
(i) Elle est telle que si un n-point vérifiela relation U, tout n~point équivalent vérifie aussi la relation L.

. e o . . L, L
3.1, Montrer que la relation U diéfinie par (1, v ooy ) €5t adaptée si, ot seulement si, &, + ... 4w, o2 O



3.2, nnrer e lsenalion U iee el il ee. ey 2nl Polvoonnde siy et seuieniont sl G exiile L entoer
st oun nomlre compleNe A o4 NUL e Gue S
1l pin—=1 et The (1, ooo b, g = el W T,
Montrer que Jdans ce cas unoa-poiat verifie W orelation U sl et seulement sty il vértie la o UL o
par (1, o7, G w (T, 3

1).‘-'\'::wi;zvr les relstions polvzonsles Lordre 2, 3 ou et déerire les propridtds zéometsigues quletles tridal ot

pour un Z-puini, un I-point ou un -z-point.

3.3. Montrer qu'un a-point quisatisfait aux n — 1 relutions U, 1 € p € 2= 1, citinies en 3,20 exzreisie
i un poiat.

3.4 Léatunentertel que L € 4 € a = 1, montrer qu'un a-point qui sutisfait & toutes les relstons U
sauf 3 la zelazion U st un n-soint régulier de type "=~

?

v

noest un entier naturel supdrieur ou éyal i 2,

4.1 Moatrer que 3, est une Lijection de Pensemble des a-points sur lui-méme si e® 4 1.

Duans les quastions qui suivent, p est unentier tel que 11 € p < n = 1,

4.2, Muntrer que #i un n-point sati=fit 3 la refation U, (détinie en 3.2.) son image pur a transformation
polygonale d'ordre 2, 3, vérifie aussi cette relation.

1.3, Montrer que pour tout n-point I, le r-puiat 5, (M) vérifie la relation U,

On Jorne un n-point D verifiant la relation U, . Montrer qu'il existe un a-point NT ted que S, (1) = L
4.b Moatrer quesi o # @7, et si una~point T ne vériGie pas o relation U 2lors e n-poiut 5,00 acvirine
pas non pius lu reation U,
- . :

1.5, Fiire une diude compliste de o transicrniation polygonale d'ordre n, 3_ .

£.6. Oueoneidérs tes n = 1 transformations polygorales d'ordre n 3., 5,2, ..., Sgn -1 A ul‘.[rr'i'(

Jetout a-point paria L.om'Jo:m. ¢ cesn ~ 1traasiormations ost réduitcd wn Pun.t. Montrerg Jue Pl ‘t" «

ERTS WCEs! 1ot te de = 2 transformations polygonales distinctes choisies parmi celics-ci est un -~ pu..‘: rémulior dont oz
préciscra e type.

a est un entier naturel supdricur ou dgal & 2.

p st un entier naturel vériant 1 < p < n.

X,y Ly ey X, vont des réels vérifiant les deux propridtés suivantes

x, # 0

2y = xy .. + o2, =1

T(xy0nnny) désignc l'ﬁppl'ica:ion de I'ensemble des n—points dans lui-méme qui transforme e a-point
M = (M),

& C

ren le n~point M = /\x)“__ 7 do telio facon que :

pour tout % le point Ny est le barycentre de la famille de poiats (M, , «ooy My p o) adectés respectivement des
coufficients #,, ..., &,

Tournez la page 8.V, P,



5.1. Si p = 2, montrer que toute application T (x,, «,) est une transformation polygonale d'ordre n que
Fon précisera.

5.2. Sipe=3, moutrer que l'application T (a,, a,. a,) est la composée des deux transformations polygonales
S, et'S, ot a et b déignent les racines (éventuellement confondues) du trindme a, X' + 2, X + «,.

Fn déduire une condition nécesaaire et suffisante pour que I'application T (a,, x,, 2,) soit une bijection de
I'ensemble des n-points sur lui-méme.

{
Pour quelles valeurs de n Vspplication T ( . :-1’. 5) est-elle bijective? Lorsqu'elle n'est pas bijective,
caractériser les n-points appartenant 3 son image.
5.3. Sipestquelconque,2 € p < n, et sachant que le polyndme P(X) = 2, X?' L 2, X" " 4+ | 4 @,
est factorisé par a formule P(X) = 2, (X ~a,) ... (X - @a,_ ) (a,,...,a,_) € C*~', démontrer que :

Ti(x,,...®,) = S,.-S,'-...-S,

.
r=1

Discuter du caractére bijectif ou non de T(x,,...,a,) et plus particulitrement du caractére bijectif de

T(!,...,!).
P P
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