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Objet et notations du probleme

Soit f une fonction numérique réelle, définie et continue sur un intervalle I —
Jo, B, ot & € RU {~co} et § € R U {+c0}. On suppose que I'ensemble

= {2 € I|f(z) = z} des points fixes de f est non vide. On appellera suite
récurrente ou, s'il faut éviter une ambiguité, suite récurrente associée o f, une
suite (Ty)nen de points de I vérifiant la relation de récurrence :

Vn € Ns Lyl = f("r'n.)-

L'objet du probléme est I'étude de quelques propriétés de ces suites.

Partie I
Existence et convergence
des suites récurrentes

1. On définit par récurrence des parties I, de I par:

f =1
‘v'p;a I, -frp!l -—_f‘l[:—rp)r
1. Montrer que I, est ouvert dans R, quon a I,,, C I, pour tout p = 1 ct que

A= m I, est une partie non vide de I, stable par f.
p21 '
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2. Montrer que, quel que soit 'entier naturel p > 1, toute suite récurrente
associée & f prend ses valeurs dans I,. En déduire qu’on définit une suite
récurrente associée a f par la donnée de la valeur initiale x; si et seulement si
xp appartient & A et qu’alors tous les éléments de la suite appartiennent & A.

3. Vérifier qu'on définit par récurrence des applications continues f? de I,
dans R par:

{ fl=r1
Vp2 LVe € Ln, fP7(z) = f7(f(2)).

Montrer que pour toute suite récurrente associée a f et pour tout entier p 2 1,
on a:

V20, Zngyp = fP(zn).

4. Déterminer les parties (2 et A pour chacun des exemples suivants:
i I =10,2[ et Vz €]0,2[, f(z) = V.

ii. I =]0,2[ et Vz €]0,2[, f(z) = 2°.

iii. 7 =]0,2[ et V2 €]0,2[, f(x) = 2z — 1.

2. 0On suppose que f est croissante.

initiale zp converge vers un point de I si et seulement si zy est majoré par un point
fixe de f; caractériser alors la limite de la suite. Préciser le comportement de la
suite quand elle ne converge pas vers un point de 7.

Etudier de méme le cas ot 2y > f(z0)-

3. Soit r un point fixe de f. On suppose que la fonction f est de classe C' et que
| f'(r)] < 1. Un tel point fixe sera dit attractif.

1. Montrer qu’il existe une constante k£ < 1 et un réel £ > 0 tels que V. =
Jr — &,7 + €[ soit inclus dans I et que:

Vee V., |f(z)—r|<klz—r|.

2. Montrer qu’une suite récurrente (z,)pen converge vers 7 si et seulement si
il existe un indice N tel que zy € V..

En déduire que le sous-ensemble A, des points de A qui sont valeur initiale
d’une suite récurrente convergeant vers r est ouvert dans R [on pourra montrer
que I'image réciproque de V. par une application f? est incluse dans A].

4.. Soit r un point fixe de f. On suppose que la fonction f est de classe C' et que
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Soit zp un point de A tel que 2o < f(zo). Montrer que la suite récurrente de valeur H
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()] > 1. Un tel point fixe sera dit répulsif. H

!
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1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que V; = |r — &,r + ¢[ soit inclus dans I et
que
VeeV,, |[f(z)-r[Zz—r]|

2. Montrer qu'une suite récurrente (z,)nen converge vers r si et seulement
si elle est stationnaire de valeur r, c’est-a-dire s'il existe un indice N tel que
Tp =7 pour tout n = N.

5. On considére la fonction f définie sur I = ]0,2[ par:
1
vz €1]0,2[, f(z)=—=(4—2z%.
10,2, f(=z) ﬁ( )
1. Montrer que f a un seul point fixe et qu’il est répulsif.
2. Déterminer les points fixes de f o f.
3. Préciser, suivant la valeur initiale, le comportement des suites récurrentes

associées a f.

Partie 11
Vitesse de convergence

en un point fixe attractif

On se propose d’étudier la vitesse de convergence d’une suite récurrente (T Jnen
non stationnaire, convergeant vers un point fixe attractif r.

1. Montrer qu'il existe une constante k < 1 et un entier N tels que:
Yn2 N, |o,—-r| <k Nzy -1l
En déduire que |z, — r| = O(k").
2. On suppose que la fonction f est de classe C* et que f'(r) # 0.
1. Montrer, grace a la formule de Taylor, qu’on a:
VieN, zjq-—r=f(r)z; —r)(1+R;)
avec R; = O(k?). En déduire que:

[y

1

Yzl @, —r=(f(r)"(@—r)] |1+ R,

J

Il
(=1

2. Montrer que la série de terme général In(|]1 + R;|) est définie et qu’elle

converge. En déduire que la suite de terme général H(l + R;) est convergente
. §=0

et que sa limite est non nulle. Conclure qu’il existe une constante @w(xy) # 0,

dépendant de la valeur initiale xg de la suite, telle que z,, — r soit équivalent

a w(zo)(f'(r)Y" quand n tend vers 'infini.
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!'3. On suppose que la fonction f est de classe C2, que f'(r) = 0 et que f”(r) # 0.

1. Montrer, grace a une formule de Taylor, qu’on a:

VJEN, xj}'[_T:f()(m —?” (1+Sj}

avec lim S; = 0. En déduire que pour tout n 2> 2 on a:
j—roo

- 2 _f”{?") t—2 12_3__1 2
xrf—fw( w1+ ) (1+ Sa1).

=2
= # r —Jj—=1
2. Montrer que la suite de terme général H 11+ 5;*7 est convergente et
=0
que sa limite est non nulle.

m

3. On pose m, = ml_i.Tm H 114 Sj—|2_j"l. Montrer que 2" In, tend vers 0
j=n—1
quand n tend vers 'infini. En déduire qu’il existe une constante A(xo) €10, 1],

dépe&dant de la valeur initiale xzy de la suite, telle que z, — r soit équivalent

iG]

(Mzo))? quand n tend vers Vinfini.

Partie 111

Un exemple : les suites de Héron
Un nombre réel a > 0 étant fixé, on assncle a tout entier naturel p > 2 la fonction

fp définie sur I =)0, +oc| par f(z) = ((P - 1) p—l)'

1. Vérifier que la fonction f, satisfait aux hypothéses de la partie II, question IL3.
Montrer que, quelle que soit la valeur initiale zg > 0, la suite récurrente associée
a fp, existe, qu'elle vérifie z,, = a'’? pour tout n = 1 et qu'elle converge vers a'/?,

[ea

tant donné une suite récurrente (2, Joen NON stationnaire associée a fp, On notera
»(To) la constante, dépendant de la valeur initiale z, de la suite, telle que

2 "
n _a'lfp f”( l"{p (}.‘ (.’I-'[}) ?

e

=

- U .
2. On suppose que p = 2. Montrer qu’on peut écrire x,, sous la forme —, ol v,
Uy,

et v, sont définis par uy = g, vy = 1 et la relation de récurrence :

{“n+1 o u + (u}
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Uptl = 2UnUp. [
I
=l
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| Exprimer 4, + v/avn, 4, — vVav, puis z, en fonction de zg, va et n. En déduire

[ que :
| — \/ﬁ_ﬂ

)\2[93:]) = Zo + \/E .

3. Un nombre réel r > 0 étant fixé, on associe &4 tout entier naturel ¢ > 1 la

2¢\ 11/¢
fonction g, définie sur |0, +-o00[ par g,(z) = [l (m" + T_)] )

2 o

1. Montrer que, quelle que soit la valeur initiale yo > 0, la suite récurrente
(¥n)nen assicée a g, existe; donner 'expression de y, en fonction de 3o, 7 et
n. Montrer que, si cette suite n’est pas stationnaire, il existe deux constantes
non nulles g, et C, qu'on explicitera en fonction de r, g et yy, telles que

Yo =7~ Clug)”.

2. On pose r = a'/?. Montrer qu’on a alors fo(x) < gp—1(z) pour tout z 2 a'’?
(on pourra, apreés Pavoir justifiée, utiliser la concavité de la fonction ¢ —

p=1
(p -1+ t%"*l?) sur l'intervalle |0, 1]).
3. On suppose que zy > a'/?. Soit (®n)nen €t (Yn)new les suites récurrentes de-

méme valeur initiale zg, associées respectivement a f, et g,—;. Montrer qu’on
aal? <z, < Y pour tout n. En déduire une majoration explicite de Ay(zg).

(Ap(20))?. En déduire une majoration de Ap(Z0)-

Partie IV
Vitesse de convergence
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en un point fixe non attractif

| On suppose que f est de classe C**, que r est un point fixe tel que |f'(r)] =1 et
I que p est le plus petit entier naturel supérieur ou égal a 1 tel que FP*V(r) # 0,
On se propose d’étudier la vitesse de convergence d’une suite récurrente (zy)nen,
non stationnaire, convergeant vers r.

1. On suppose que f'(r) = 1.

1. Etudier, en fonction dz la parité de p+1 et du signe de fP*1(r), l'existence
et, s'il y a lieu, le comportement d’une suite récurrente non stationnaire con-
vergeant vers r.

2. Montrer que dans tous les cas ol une telle suite existe, on peut se ramener
par un changement de variable simple au cas ot 7 = 0, f**(0) < 0 et on il
existe un réel g > 0 et un entier naturel N, tels que f soit définie et croissante
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4, On suppose maintenant que 0 < zg < a“P. Montrer qu'on a A1) = I
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sur |0, gg[ et que la sous-suite (), > N, Prenne ses valeurs dans ]0, gf. H
[

=
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2. On se place dans le cas particulier décrit au IV.1.2.

1. Etant donné un nombre réel a > 0, montrer que les suites (y,)nen définies
pour tout a > 0 par:

VneN, y,=(an+ a)_.lfp

sont les suites récurrentes associées & une fonction croissante g, définie et
continue sur |0, +co[, que 'on explicitera.

2. Montrer que, si a et b sont deux réels strictement positifs vérifiant :

—a < f(p"'l (0) < —b,

(p+1)

il existe un nombre réel € > 0, avec € < &, tel que:

Ve e |0,e, gulz) < f(2) < go().
En déduire qu'il existe un entier naturel N tel que:

VkeN, (ak+23")"VP < oy < (bk +zif) .

3. Montrer que n'/”z, a une limite, que 'on explicitera, quand n tend vers
Iinfini.

3. On suppose que r est quelconque, que f/(r) =1 et que f P+1) () £ 0.
Montrer qu'’il existe une constante non nulle D, que I'on explicitera, telle que 2, —r

solt équivalen
q ent a nl,fp

4. On suppose que " est quelconque, que f/(r) = —1 et que FEU () £ 0.

1. Existe-t-il toujours des suites récurrentes non stationnaires convergeant vers
r?

2. Quand une telle suite existe, que peut-on dire de sa vitesse de convergence ?
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