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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

On note :
N I’ensemble des nombres entiers naturels et, pour p et g éléments de N vérifiant p £ ¢,

[pal={m|meN et p<m et mgq}

On note également :
R D’ensemble des nombres réels,

R[X] la R-algiébre des polynomes a coefficients réels.

La lettre n désignant un nombre entier naturel, on note :
R, [X] le R-espace vectoriel des polynémes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n.

Quel gue sort le polynéme P appartenant @ R[X] que "on considére, on ideniifie dans tout le probléme
le polynéme P et la fonction z v+ P(z) de R vers R qui lui est naturellement associée.

La lettre k désignant un entier naturel et la lettre I un intervalle de R d’intérienr non vide, on note :

C*(I) la R-algébre des applications f de I vers R k fois dérivables sur I et de dérivée k* continue.
En particulier, C°(I) est la R-algébre des applications f de I vers R continues sur I.

Si f est une application d’un ensemble J contenant I vers R et que la restriction de f a I appartient

a C*(I), on peut considérer que f appartient a C*(I).

Soit I un intervalle fermé, borné et non vide de R, appelé segment.
Si f est un élément quelconque de C%(I), on appelle norme infinie de f le réel

[1flle = Sup 7 ()]
tel

On rappelle que Papplication f — ||f]l.. de €%(I) vers R est une norme (appelée norme infinie ou
norme de la convergence uniforme) et que, muni de cette norme, C°(I) est une algébre de Banach.

On admet le theoreme de Weierstrass-Stone ;

Liintervalle I de R étant fermé, borné et non vide, pour toute fonction f appartenant i
CY(I), pour tout réel strictement positif €, il existe un polynéme P appartenant 4 R[X]
tel que ||f — Pl € e.

Enfin, si (E,]| 1) est un R-espace vectoriel normé et si u est un endomorphisme continu de E', on note

[l|e]]} 1a norme “subordonnée” de u, soit

llull = Sup |lu(z)|| = Sup ==
r€E reb ||zl
=<1 r#0p

Le principal objectil de ce probléme est d’exposer le principe de certaines méthodes d'intégration

approchée généralement dénommeées “quadratures de Gauss”.
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Partic I
ETUDE D’UNE SUITE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX : LES POLYNOMES DE LEGENDRE

L.1. Quel que soit I'entier naturel n, on définit la fonction de R vers R

dr > 1]:1

lr—rr o JF[E‘ -
En particulier, Ly est application de R vers R constante de valeur 1.

Ll.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, L, est un polynéme de degré n et préciser son
coefficient dominant.

L1.b. Expliciter Ly, Ls et [a.

I.1.e. Préciser, pour tout entier naturel n, la parité de |

A4y -

L1.d. Soit n un entier naturel. Montrer que L,(1} = 2% n! et calculer L, (—1).
O pourra wiiliser la formule de Leibniz.

L2, Le couple (f, q) d'éléments de C9{[~1,1]) étant quelconque, on pose
(rav= [ fenat e il = VD
L2.a. Montrer que la fonction (f,g)— {f.g) de CO([=1,1]) x C°([~1,1]) vers R est un produit
scafaire sur CV([-1,1]).

Notons qu'il s’enswit que Uapplication f— ||f||, est la norme euclidienne associée & ce produil scalaire
et que Uespace CM([—1,1]) muni de ce produit sealaive est un espace préhilbertien (séparé).

Sauf mention contraire, on considire dans la swite de la partic I que Uespace (-1, 1]} est muni de ce
produil sealnire,

L2 b, Llentier naturel n étant non nul, on considire la fonetion impaire f, de [=1,1] vers R
veriliant, pour tout réel § appartenant & [0, 1],

- nt st < 1fn
fult) = P f<1/n,
1 sinon.
L.2.b.1.  Veérifier que, pour tout entier naturel non nul n, [ appartient & C*{([=1,1]).

L2.b.2. Montrer que, pour tout couple (mm, 1) d'entiers naturels vérifiant 1 < n < m,

. [ 2
oy — < -"l—
S =1ulla < Vin

]2}!3 l"] O SUpyose (ue la suite {JI'I_,!}"E,:- CONVOrge (I.’illu‘ |-|-5E);1{‘|1 [‘{[—1 l]) mur de
la novme §f fj, vers une limite [, montrer que cette limite est impaire et que sa restriction A 10, 1] est
constante de valenr 1.

Lespace C¥{[=1.1]} muni de la norme || ||, est-il un espace de Hilbert ?

L.3. Montrer gque, pour tonus entiers naturels n et o,

! o r|"|+l" .
(L L) = (=17 / (= — ]]:'( —— (" — ],l"")llf
. A

En déduive que la suite (1,),ex est orthogonale dans espace C7([— 1, 1]) pour le produit scalaire (..

L4. TLentier natorel n érant quelconque, on pose

et on note Fy, le sous-espace vectorie] de [—] 1]} constitué des fonctions polynonmiales de degreé
inferieur on fgal a n ; ce sots-expace ctant de dimension finie, on note 7, le projectenr orthogonal e

CU[-1,1]) sur F,.
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ETUDE D'UNE SUITE DE POLYNBMES ORTHOGONAUX : LES POLYNOMES DE LEGENDRE

L1. Quel que soit l'entier naturel n, on définit la fonction de R vers R
dn
Ly it r— — (1% - 1)"
" an ¢ )

En particulier, Ly est 'application de R vers R constante de valeur 1.

Ll.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, L, est un polynéme de degré n et préciser son
coefficient dominant.

I.1.b. Expliciter Ly, Ly et La.
I.1.c. Préciser, pour tout entier naturel n, la parité de L, .
I.1.d. Soit n un entier naturel. Montrer que L,(I) = 2" n! et calculer L,(-1).

On pourra utiliser la formule de Leibniz.

L.2. Le couple (f,g) d’éléments de C°([—1,1]) étant quelconque, on pose

(f.9) = ] F@ade el = VD

L2.a. Montrer que la fonetion (f,g)— (f,g) de C°([=1,1]) xC®([—1,1]) vers R est un produit
scalaire sur C°([-1,1]).

Notons qu'il s'ensuit que Uapplication f s ||f]|, est la norme euclidienne associée @ ce produit scalare
et que U'espace C°([—1,1]) muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien (séparé).

Sauf mention contraire, on considére dans la suite de la partie I que 'espace C°{[—1,1]) est muni de ce
produtt scalaire.

I.2.b. L’entier naturel n étant non nul, on considére la fonction impaire f, de [—1,1] vers R
-vérifiant, pour tout réel ¢ appartenant a [0, 1],

f,,(t):{m si t<1/n,

1  sinon.

L.2.b.1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, f, appartient a C°([—1, 1])

I.2.b.2. Montrer que, pour tout couple (m,n) d’entiers naturels vérifiant 1 £ n € m,

2
”fm - fn”B é 3_n.

I.2.b.3. Sion suppose que la suite (fy), g+ converge dans I'espace C°([~1,1]) muni de
la norme || ||, vers une limite f, montrer que cette limite est impaire et que sa restriction & [0, 1] est
constante de valeur 1.

L’espace C°([=1,1]) muni de la norme || [lo est-il un espace de Hilbert 7

I.3. Montrer que, pour tous entiers naturels n et m,

im+”

1
—_ (1" 2 _ n - m
{L!HLW} _( l} ./;IU 1) ((]f’""‘“ (f ‘l) )dt
En déduire que la suite (Ly),en est orthogonale dans 'espace €%([—1,1]) pour le produit scalaire {, ).

L.4. L’entier naturel n étant quelconque, on pose

Ky =

et 'on note F,, le sous-espace vectoriel de €%([~1,1]) constitué des fonctions polynomiales de degré

inférieur ou égal & n ; ce sous-espace étant de dimension finie, on note m, le projecteur orthogonal de
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IL4.a. A laide du théoréme de Weierstrass-Stone, montrer que, quelle que soit la fonction f
appartenant & C°([—1,1]), la suite (7,(f)), .y converge vers f au sens de la norme || ||,

I.4.b. Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (K;)ogjgn est une base de F,.

I.4.c. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout élément f de C°([-1,1]),

n

m(f) = D (LK)KE; et ma(Hl = DK
i=0

i=o
L4.d. Montrer que, quelle que soit la fonction f appartenant a C°([—1,1]), la série de terme
général {f, Kn)? converge et que l'on a:

oo

ST KR = |IfIl

n=0

1
Quelle est la limite, quand n tend vers 4o0, de f fl) I (0)dt 7
-1

Partie II
UNE CLASSE DE SUITES ORTHOGONALES DE POLYNOMES
Soient a un réel ou —oo, b un réel ou +oc, vérifiant o < b dans le cas ol a et b sont réels.

On dit dans ce probléme qu'une fonction continue f de Uintervalle ouvert Ja,b] vers R est intégrable
sur |a,b[ (respectivement absolument intégrable sur Ja, b[) si

B B
lim f fit)dt {respectivement lim f [Fle)|dt )
(o d)—(ab) J, &

(o, F)—(a,b)
{e,8)€]a,b[* (e,B)€]a b

b b
J f(i)ydt (respectivement [ ey de)
a Ja

la valeur de cette limite et on I'appelle intégrale de f (respectivement de |f|) sur Ja,b[.

Attention ! la notion d'mtégrabilité ainst définte est purement réservée d ce probléme ef ne recouvre pas
du toul les notions usuelles d'intégrabilité, en particulier la notion d’iniégrabilité au sens de Lebesgue.

On admet que si la fonction f appartenant & C%(]a, b[) est absolument intégrable sur ]a, [, alors elle
est intégrable sur Ja, ] et

& [
ffmcu < f ()] dt

Soit w une fonction continue de Vintervalle ouvert Ja, b vers R, strictement positive.
On note E 'ensemble des fonctions continues f de Ja, b vers R telles que f?w est ntégrable sur Ja, b.

II.1.
IL.1.a. Montrer que, pour tout élément (f, 4} de E?, Ia fonction fgw est intégrable sur Ja, b[.

Le couple (f,g) étant élément de E?, on note

b
(f‘.f:)u:f F(8) g{t)eo(t) dt

On admet que E est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles et que Vapplication (f, g) — (f, ). de
E? vers R est un produit scalaire sur £, dont on note f s I £l la norme euclidienne associde.

Dans la suile de la partie II, Uespace E est muni de ce produil scalaire.

On note F' le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de Ja, 5] vers R, que l'on identifie aux

polyndmes appartenant a R[X] qui leur sont naturellement associés,
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L’entier naturel n étant quelconque, on note (comme dans la partie I} F, le sous-espace vectoriel de F'
constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

I1.1.b. Dans le cas o a et b sont tous deux réels, montrer que F est inclus dans E si et
seulement si la fonction w est intégrable sur Ja, b|.
Dans le cas contraire, montrer que F est inclus dans E si et seulement si, pour tout entier naturel n,
la fonction ¢ +— t"w(t) est intégrable sur ]a,b[.

On suppose dans la suife de la partie II gue F' est inclus dans E.

IL.1.c. Montrer qu’'il existe dans E une suite orthogonale (Pp)nen d'éléments de F' telle que,
pour tout entier naturel n, deg P, = n.

II.2. Soit {P,)sen une suite orthogonale d’éléments de F tel que, pour tout n, deg P, = n.
L'entier naturel n étant non nul, on note, s’il en existe, ry, r2, ... , rp les racines (distinctes) de F, qui
sont d’ordre de multiplicité impair et appartiennent & ]a, b, et on note Z,, leur ensemble {éventuellement
vide). On considére le polynéme

.P-n Si Zn = @|
(X=r)(X =r) ... (XN =rp) 81 Zn#0.

Q" =
Soit n un entier naturel non nul.
IL.2.a. Montrer que {5,, @), # 0.
I1.2.b. Montrer que, si deg@, < n, alors {F,,@n}u =0.
I1I.2.c. En déduire que les n racines complexes de P, sont simples et appartiennent a ]a, b[.

I11.3. Un nouvel exemple : les polynémes de Laguerre.

On considére dans cette question le cas particulier ot a =0, b= 400 et w: L —e™"

1L.3.a. Montrer que F est inclus dans E et que, pour tout entier naturel n,

+o0
/ the tdt = n!
1]

On note (Gn)ner 'unique suite orthonormale d'éléments de F' que l'on obtient & partir de la suite
(z v m“)neﬂ d’éléments de F en appliquant le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schinidt.
Les polynoémes G, portent le nom de polyndmes de Laguerre.

IL3.b. Calculer Gy, Gy et Gq. Quels sont les zéros de Gy 7

Partie III
INTERPOLATION POLYNOMIALE

Soient I un intervalle de R, ¢ un entier naturel supérieur ou égal a 2, (;),¢ig, une famille d’éléments
deux a deux distincts de J.

" IIL.1. Interpolation de Lagrange.
L'entier j appartenant a [[1, 4]}, on définit la fonction polynomiale a coefficients réels

t—r;

ﬁf fr—
1gigg T
i#]

III.1.a. Montrer que 'application

g
(Py, Pa) — Y Pr(ai) Pa(ai)
i=1
est un produit scalaire sur R,_;[X] et que, pour ce produit scalaire, la famille (£;),¢;¢, est une base
orthonormale de R,_,[X].
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IIL1.b. Quelles sont les coordonnées dans la base {£;)1¢;¢, d'un polynéme P de Ry_y[X]?

IIL.1.c. Soit (¥i)i1gigy une famille de réels.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant & R,_i[X] et un seul tel que, pour tout entier i
appartenant a [1,q], P(z:) = .
Quels sont les polynémes @@ appartenant & R[X] tels que, pour tout i appartenant a [1,4]), Q(2;) = w ?

Si [ est une fonction continue de I vers R, l'unique polynéme P appartenant @ R,_,[X] tel que, pour
tout entier { apparienant a [1,q], P(z;) = f(z:), est appelé le polynéme interpolateur de Lagrange de
I auz poinis zy, za, ..., 24.

II1.1.d. On suppose dans cette question que I est un segment.

Montrer gue P'application A de C°(I) vers R,._;[X], qui associe & f son polynéme interpolateur de
Lagrange aux points zy, 2, ... , ¥y, est linéaire et surjective.

Montrer que, pour toute application f appartenant 2 C%(]) et tout réel ¢ appartenant & I,

9

IO < ( Max 1£())1) 3 150

i=1

On définit Papplication ¥ de I vers R par la relation

x(t) =" 14 ()]

i=1

On munit les espaces C*(I) et R,_1[X] (identifié & un sous-espace de C%(I)) de la norme infinie.
Montrer que I'application linéaire A est continue et que

I11.2, Interpolation de Hermite,
Dans la suite de la partie 111, on considére g entiers naturels oy, g, ... , @g et l'on pose

m=g+ar+ar+ - +oy

On considére une fonction f de I vers R admettant, pour tout i appartenant a [1,¢], une dérivée
d’ordre o; au point z;.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant & Ry, -1[X] et un seul tel que, pour tout i appartenant
a [[1,4] et pour tout k appartenant a [[0,a;], P®)(z;) = f*)(;).

Ce polynéme est appelé le polynéme interpolateur de Hermite de f aur points zi, za, ... , z,
relativement aur entiers oy, oz, ... , a,.

On pourra commencer par établir I'injectivité de application de R,,_{[X] vers R™ définie par
P (P(z1), P'(z1),..., P (xy), P(z2), P'(22), ..., Plo%)(z3), ..., P(,), P'(2,),..., P(")(z,))

IIL.3. Majoration de I'erreur dans Uinterpolation de Hermite.
On considére une fonction f de classe C™ de [ vers R.
Le réel # appartenant & I, on note J; le plus petit intervalle fermé contenant zy, 2, ... , Tq et .

On fixe un réel = appartenant & I. On suppose dans (I11.3.a,b,c) que z est distinct de z,, 23, ... , z,.
On note H le polynéme interpolateur de Hermite de f aux points 2y, &2, ... , z, relativement aux
entiers ey, oy, ... , oy, et H, le polynéme interpolateur de Hermite de f aux points z1, z3, ... , zg,
z relativement aux entiers ay, agz, ... , a4, 0.
On note p la fonction polynomiale de I vers R

g
t v J](t—z;)=+
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