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Partie 1

I.1.a. On a trivialement
Ay = (A2 ﬂAl) U (Ag ﬁA_l) et (AQ ﬁA1) N (AQQA_1) =0
On en déduit donc que

P(AQ):P(AgﬂAl)—l-P(AQﬁA_l) < P(AQﬂA_l):P(AQ)—P<A2mA1)
= P(A2NA;) =P (A2) (1 - P (A1)
s P(ANT) = P(A) P ()

On peut conclure que les évenements Ay et A; sont indépendants.

[.1.b.(i). Dire que les événements Aj, Ao, ..., A sont mutuellement indépendants est équi-
valent a dire que pour toute sous-famille 4;,,..., A;, d’évenements distincts on a

Soit donc A;,,...,A;, une sous-famille de As,..., A;, on a compte tenu de la question
précédente et du fait que les évenements A; et A;, N...N A;, sont indépendants

P(AiN(A,N...N4;,)) = P(A,N...N4;,)P(4)
= P(Ay)...P(A;,) P (&)

Ainsi les évenements Aq, A, ..., A; sont indépendants.

I.1.b.(ii). Nous allons montrer par récurrence sur 1 < n < k que les événements

A1, .., Ap, Anit, ..., Ag, sont indépendants.

— amorce : n = 1 : cela a été fait a la question précédente.

— hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n — 1. Alors la question précédente
permet encore de conclure que Ay, ..., A,, Apy1,. .., Ay sont indépendants.

[.2.a. Il existe 50 multiples de 2 compris entre 1 et 100 donc

50 1

P(A)=—==

(A1) =300 = 2

Il existe 20 multiples de 5 compris entre 1 et 100 donc

20 1
P(A)=—=-
(A2) =700 = 5
L’événement A; N As est équivalent & I’évenement “X multiple de 10”. Or il existe 10
multiples de 10 compris entre 1 et 100 donc

10 1 1 1

On en conclut que A; et As sont indépendants.

1.2.b. En procédant de méme qu’a la question précédente, on a

50 20 10
P(A]) = P(Ay)) = —— ot P(A; N Ay) = —
(A1) = g7 P(A2) = 57 et P(A1NAg) = 7o
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0 50 10
% 101’ les événements ne sont alors pas indépendants.

2
Puisque —— X ——
uisque 101 X 101

I.3.a. On a
n

P(4) = Card{x/\r(zj:r;gx € [L;n]} _ o(n)

[.3.b. On a
_ Card {z multiple de p;, =z € [1;n]}

P(A:) Card Q)

et
x multiple de p; <= 3k € N* z = kp;

Puisque x € [1;n], on a k < 1% € N et on en déduit que

Card [[1; pﬂﬂ pﬂ 1
P(A;) = I S | R R
(4:) Card Q2 n Pi

1.3.c. Soit (Ail, o A ) une sous-famille de (Ai)lgigk- L’événement A;; N ... N A;; est
équivalent a I’évenement “X multiple de p;, ...p;;”. Or

Card {z multiple de p;, ...p;,,z € [I;n]} = Card Hl; Lﬂ
Piy - - - Di

_ n
B Diy - .- Diy
On en déduit
n
pery o L 1 L pay).P(A)
piy Di;

P(Ailﬁ...ﬂAij): n P
J

Par conséquent, les évenements (4;), ;< sont mutuellement indépendants.

1.3.d. On a
k

xAnzlavecn:Hp,?i — Vie[l;k] pitx
i=1
<= Vi€ [l;k] x non multiple de p;

On en déduit immédiatement que
k

I.3.e. Des questions I.1.b.(ii) et I.3.c., on déduit que les (E) 1<i<y Sont indépendants. Donc



d’apres les questions I.3.a., I.3.b. et 1.3.d., on a

P(4) = ﬁP(Ai)

On en conclut que

T

L4.a. Soit T € Spq et (a,b) = h(1) € [0;p — 1] x [0;¢ — 1]. Montrons que a € S,.
On a, par division euclidienne,
T=ap+a

Ainsi a A p|T, or a A p|p donc a A p|T A p. Mais 7 A p divisant 7 A pg = 1, on en déduit que
a Ap|l donc a Ap = 1. On en conclut que a € S,. De méme, on a b € S,.
Ainsi (a,b) € Sp x Sy, d’ott h (Spy) C Sy x S

L4.b. Soient (7,7") € Spq tels que h(1) = h(7’). On a
{ =1 |[p]

-
Donc p|(t — 7') et g|(t — 7). Or p A g = 1 donc pg|(T — 7') d’ou il existe k € N tel que
7 =17+ kpg < pq ce qui implique que & = 0 donc que 7 = 7'.

Par conséquent, h est injective.

I.4.c. L’existence de (o, ) € Z? découle directement du fait que p A ¢ = 1 et du théoréme
de Bézout.
De la relation ap + B¢ = 1 on déduit

{5(151 [p]
ap=1 Iq]

Et on obtient
r=pga=la=a [p]
r=apb=1b=b |[q

i

Montrons maintenant que x ainsi défini est dans S, c’est a dire que x A pg = 1.

On a z = a [p] donc il existe k € N tel que z = kp + a, ainsi x A pla. Or x A p|p donc
xAplanp=1douxzAp=1 De méme on a x Ag=1. On en conclut que z A pg = 1
donc x € Sp, puis que S, x Sy C h(Sp). De la question I.4.a., on peut conclure que
Sp x Sq = h(Spq) donc que h est surjective puis que h est bijective.

De la bijectivité de h, on a

Card Sy, = Card S, x Card S; <= ¢(pq) = ¢(p)P(q)



[.4.d. On procede par récurrence sur le nombre k de facteurs premiers de n.
— amorce : k=1 :n = p* avec p premier et o > 1.
Remarquons tout d’abord que z A p® = 1 est équivalent a x non multiple de p. On a

Card Spe = Card [1;p?] — Card [[l;pa_l]] =p“ (1 — 1)

p
6 (p%) = p° (1—%)

k
— hérédité : supposons la propriété vraie au rang k — 1. Soit n = H p;t. On a

=1

Donc

k—1
(H pf‘t> ApR¥ =1 car les py sont premiers
i=1

D’apres la question précédente, on a

k—1
o) = & (my) 5 (2
=1

D’apres I’hypothese de récurrence et ’amorce, on a

bn) = kakH(l—pi) i (1)

Ainsi la propriété est vérifiée au rang k.

L.5.a. Puisque aAna, il existe alors k € N tel que a = kd. De k|a, on déduit que kA |aN %
et de %|n, on déduit que a A 5|a An. Puis de a An =1, on peut conclure que kA % = 1.
Montrons maintenant la réciproque.

Supposons a = kd avec kA % = 1. Puisque d|a et d|n alors d|a An. De plus le théoreme de
Bézout permet d’affirmer que

(e, §) € Z2 ak—l—ﬂg:l — akd+fn=d
— aa+pPn=d

Or a A nla et a A njn donc d’apres la relation précédente on a a A n|d. On en conclut que
a An = d. De I’équivalence venant d’étre établie, on peut déduire que

{a € [1;n] | a An =d} est en bijection avec {ke [[1;n]]|k:/\%:1} =S5

a3

Donc

Card (o € [tinl | a =) = o (%)



1.5.b. On a clairement

P(Cy) = Card{a € [I;n] |aAnn=d} 1 <n>

Card 2 - Eqﬁ d

L5.c. La famille d’évenements (Cq)4cp forme une partition de Q. En effet, les (Cq) gep .
sont clairement non vides, deux & deux disjoints et on a

U Ca={actsn]|3de[1;n] ann=d}=[1;n]
deDn,

On en déduit que

S PGy =1 Y %gb(g):

deDy deDn,

[.5.d. Si d est un diviseur de n alors 7 est un diviseur de n. Le fait que u soit bijective

s’en déduit trivialement. On peut donc effectuer le changement de variable d’ = u(d) dans
la, somme précédente et ’on obtient

> o) =1= 3 o(d)=

d'€Dy deD,

Partie 11

A) Des résultats généraux sur les groupes et les anneaux

II.LA.1. On a
n—1 n—1 n—1
(b N a) Z bn—l—kak’ _ Z bn—k:ak o Z bn—(k+1)ak+1
k=0 k=0 k=0
n—1 n
— Z bnfkak . Z bnffa[
k=0 /=1

n—1 n—1
= 4+ an—kak - an—€a€ —a®
k=1 /=1
-1
(b - CL) an—l—kak - P —g"

Ainsi le quotient de b — a™ par b — a est

n—1

Z bn—l—kak

k=0

IL.A.2. Supposons que (Z/nZ,+, x) soit un corps. Soit € [1;n — 1]. Puisque Z/nZ est
un corps, ’élément & # 0 est inversible donc il existe @ € Z/nZ tel que ui = 1. Ainsi il
existe k € Z tel que ux = 1 + kn soit ux — kn = 1 ce qui implique que x A n = 1. Nous



venons de montrer que pour tout x € [1;n — 1], nous avions A n = 1 ce qui signifie que
n est premier.

Réciproquement, supposons que n soit premier c’est & dire que pour tout = € [1;n — 1]
nous avons x An = 1. D’apres le théoreme de Bézout

Ia,8) €Z? azx+pBn=1

Passant modulo n, nous obtenons

at =1
ce qui signifie que & est inversible dans Z/nZ. Ceci étant vrai pour tout & # 0, on en
déduit que (Z/nZ,+, x) est un corps.

I1.A.3.a. Démontrons par récurrence sur le degré k de P € (Z/nZ)[X] que P admet au
plus k racines.
— amorce : k=1 : P est de la forme P(X) = aX + [ avec a # 0. On a donc

PX)=0<—=aX+0=0<= X = —Ba~t (car Z/nZ est un corps)

P admet donc au plus 1 racine.

— hérédité : supposons la propriété vraie au rang k — 1. Soit un polynome P de degré k.
Si P n’admet aucune racine, alors la propriété est démontrée. Supposons alors que P
admette au moins une racine A, on a alors

AQ € (Z/nZ) [X] P(X)=(X—-MNQ(X) avecdeg Q =k —1

On peut appliquer I’hypothese de récurrence a @), pour en déduire qu’il admet au plus
k — 1 racines. On en conclut que P admet au plus k racines. La propriété est donc vraie
au rang k.

I1.A.3.b. On a P(0) = 0, P(1) =0, P(2) =2, P(3) =0, P(4) = 0 et P(5) = 2. Donc P
qui est de degré 2 admet quatre racines. On en conclut que, dans la question précédente,
la condition (Z/nZ,+, x) est un corps est nécessaire.

IT.A.3.c. On a comme factorisations possibles P(X) = X (X —1) et P(X) = (X —3)(X —4).

I1.A.4.a. Montrons que H = {1,x, . ,xkil} est un sous-groupe de G. Clairement H C G

et

—-onaleH.

~ soient (a,b) € H2. 1l existe alors (a,3) € [0;k —1]* tel que a = z® et b = 2%. On a
alors ab~! = 2 8. On effectue la division euclidienne de o« — 8 par k, il existe alors
(q,7) € Z x [0;k — 1] tel que o — 3 = gk + r. On en conclut que

ab™t = 207F = gkt — (:Ek) o
Or 'ordre de x est k c’est & dire 2* = 1 donc
ab™! = 2" avec r € [0;k — 1]

donc ab™! € H.



On en déduit que H est un sous-groupe de G.
De Card H = k et du théoreme de Lagrange, on déduit que k| Card G. De plus

n % n

II.A.4.b. L’anneau (Z/pZ,+, x) étant un corps, puisque p est premier, on en déduit que
((Z/pZ)*, x) est un groupe d’ordre p— 1. D’apres la question précédente, on peut conclure
que
Vi € (Z/pZ)* P! =1
ce qui est équivalent &
Ve eN pfaz=p|(a’' 1)

B) Etude du groupe ((Z/nZ)", X) quand n est premier

I1.B.1. Tout élément de (Z/nZ)" possédant un ordre et un seul, on en déduit que la famille
({z € (Z/nZ)" | x est d’ordre d}),cp , forme une partition de (Z/nZ)". Ainsi

Z Card{z € (Z/nZ)" | z est d’ordre d} = Card (Z/nZ)*
dEDn—l

d’ou
Y. d)=n—1
deanl
I1.B.2.a. Soit k € [0; k — 1]. Alors

()" ~i=(a") ~i=i-i=0

Ainsi, 'ensemble {i, a,..., dk_l} est inclus dans I’ensemble des racines de X% —1. De plus,
ce polynoéme étant de degré d, on déduit de la question II.A.3.a. que ’ensemble précédent
est exactement I’ensemble des racines de X4 — 1.

I1.B.2.b. L’ordre de & divise I'ordre de a (car le groupe engendré par a* est un sous-groupe

de celui engendré par a). Supposons que I'ordre de @ soit égal & d et posons a = k A d.
d ko

On a (ak) o= (ad) « =1 donc d\g < d (car a > 1) ce qui est absurde. Ainsi I'ordre de a*

est strictement inférieur a d.

I1.B.2.c. Soit @ un élément d’ordre d. Alors tous les éléments d’ordre d sont dans le sous-
groupe engendré par a d’apres la question I1.B.2.a. et d’apres la question précédente les
éventuels ¥ d’ordre d sont ceux pour lesquels kA d =1 (c’est a dire pour k € Sy). Ainsi,
il y a au plus ¢(d) éléments d’ordre d donc ((d) < ¢(d).
On a
Yo dd=n—1= > (6(d)—((d)=0

deDp_1 deD,—1
Or pour tout d € D,_1, on a ¢(d) — ((d) > 0. Et puisque une somme nulle de termes
positifs ou nuls implique que chacun des termes est nul, on déduit que

Vd € D1 ¢(d) = ¢(d)



En particulier ((n —1) = ¢(n — 1) # 0 (car n > 3) donc il existe un élément b d’ordre
n — 1. Ainsi le sous-groupe de (Z/nZ)" engendré par b est d’ordre n — 1 = Card (Z/nZ)"
donc (Z/nZ)" est engendré par b.

C) Cas n = p*

II.C.1. On a, d’apres la formule du bindme de Newton,

p—1

b+t =) Ch b T = (p— )P P =P =P )

k=0
Si (b+p)P ' =1 [p? et {)p_l =1 [p?], alors pbp_Q =0 [p?] et donc p?|pb?~2 d’ou p|bP~2 ce
qui est absurde puisque b € (Z/nZ)* (donc b # 0).
Ainsi 'un au moins des deux entiers (b + p)” et b1 n'est pas congru & 1 modulo p2.

I1.C.2. On procede par récurrence sur r € N

—amorce : 7 = 0 : on a 1 = b~ [p] donc P! = 1 [p] ce qui implique quil existe
un entier kg tel que ! = 1 + kop. De plus kg n’est pas divisible par p car sinon
=1 =1 [p?] ce qui n’est pas le cas.

— hérédité : on suppose la propriété vraie au rang r. On a

PP =1 f ket ko Ap=1

On a
cpr+1(p71) — (1 + krpr+1)p
— Z C;)/@;p(ﬂrl)z
i=0
p . . .
= L+pkp ™+ ChkpttY:
i=2
p
— 142 (kir n Zcékip(r-i—l)(i—l)—l)
i=2
Or

p
Z C;k;p(rﬁ-l)(z—l)—l =0 [p]
i=2
donc on pose

P
kot = ke + > Chlip D"l = 20 [p]
i=2
et comme k, 1 Z 0 [p] est équivalent & k, 11 Ap =1 (car p est premier), la propriété est
démontrée au rang r + 1.
Ainsi ¢~ =1 4k, 1p® =1 [p°] donc ¢ € (Z/nZ)".

I1.C.3.a. Le cardinal de (Z/nZ)" est ¢ (p®) = p*~(p — 1) donc r[p*~L(p — 1).

De plus le groupe engendré par P est un sous-groupe de celui engendré par ¢ donc
Pordre de ¢® ' (que I'on notera d) divise r. Puisque Card (Z/nZ)* = p®(p — 1), alors
dp—1.0na

a—1 a—1

=" =b [p] (car c=b [p])



donc X
PO = pd [p]

Or ¢** !4 = 1 [p°] implique ¢** ¢ = 1 [p] donc b% = 1 [p]. On en conclut que p — 1|d et
donc que d = p — 1. Puisque d|r, on en déduit pour finir que p — 1|r.

I.C.3.b. On a
p—1llr<=3JaeN r=alp-1)

et puisque 7|p®~'(p — 1), on en déduit que alp®~! puis que a = p? avec B € [0;a — 1].
Donc r = pP~1(p — 1) avec 3 € [0;a — 1].

II.C.3.c. On a tout d’abord
" =cpPHp—1) =14 kgp®t?

Supposons que 3 < a — 1. Alors on a 3+ 1 < a. Puisque kg A p = 1 alors kgp”t! £ 0 [n]
donc ¢" # 1 [n] ce qui est contradictoire donc 3 = o — 1. Ainsi ¢ est d’ordre p®~1(p — 1)
donc est un générateur de (Z/nZ)*.

I1.C.3.d. On vérifie aisément que 3 est un générateur de (Z/7Z)*, on pose donc b = 3.
Puisque b% = 43 # 1 [49], on déduit de la question précédente que 3 est un générateur de
(Z.]497)*.

Partie 111

III.1.a. Le nombre p étant premier et a Ap = 1, on a a?~! = 1 [p]. Ainsi a"T est ra-
cine du polynéme X? — 1 n’admettant que deux racines a savoir 1 et —1. On en déduit

1
immédiatement que a7 = +1 [p].

III.1.b. Soit a premier avec p. Montrons par récurrence sur ¢t € [1;s] que la propriété
suivante est vraie

a”® " =1 [p| ou FIre[lit] ¥ =-1 [p

~ amorce : t=1: on a a’T = a?® " = +1 [p] donc la propriété est vraie au rang 1

9s—(t+1) est
racine du polynéme X2 — 1 donc q@*2 " = [p] et la propriété est donc démontrée
au rang t + 1.

Or la propriété précédente au rang s est équivalente & H,(p) donc H,(p) est vérifiée pour

alNp=1.

— hérédité : supposons la propriété vraie au rang ¢. Si a?*2" =1 [p] alors a?*

II1.2. Si a A p > 1, alors a et p ne sont pas premiers entre eux, donc a n’est pas inversible
dans Z/pZ. Or si p était a-ppf alors il existerait \ tel que a* = 1 [p] (en prenant A\ = ¢ ou
A =2 x q2") ce qui signifierait que a € (Z/pZ)" d’olt une contradiction. Ainsi p ne peut
étre a-ppf.

III.3.a. Dans un premier temps, on détermine g et s tels que p — 1 = ¢2° avec ¢ impair.
Dans un second temps, on calcule itérativement a? [p]. Si ce dernier est différent de 1 [p],
on éleve a? au carré, et ainsi de suite...



Nous obtenons ’algorithme suivant (écrit en frangais avec une syntaxe proche de celle du

C)

fonction est-a-ppf (entier a, entier p) retourne booléen
{
\**déclaration des variables**

entier q,s,a.,k,r;
\ A

\***détermination de ¢ et s***
q—(—1)/2;
s 1;

tant que (¢ % 2 == 0) faire
{
q <q/2;
s+s+1;

}

\*************************

\********Calcul de al [p}********
a +—1;
pour (k=1;k < q;k <k +1) faire

{

a+—(axa)%p;

\*****************************

\**********p est-il a_ppf?**********

si (¢ == 1) alors retourner VRAI;
r «0;
tant que ((a!=p— 1)&&(r < s)) faire
{
a+—(axa)%p;
rer+1;
}
si (¢ =p—1) alors retourner VRAI

sinon retourner FAUX ;
\ R RO

II1.3.b. A T'aide de I’algorithme précédent et de la machine, on obtient

D 49 | 91 | 111 | 121 | 135 | 1225
a 30 | 74| 28 | 94 | 43 | 999

p est a-ppf | oui | oui | non | oui | non | oui

II1.3.c. On a, par calcul, 50° = 1 [561], 50! = 50 [561], 50% = 256 [561], 50% = 458 [561],
50* = 460 [561], 50° = 560 [561], 506 = 511 [561], 507 = 103 [561], 50° = 101 [561].
Par conséquent, ’ensemble donné est le sous-groupe de (Z/5617Z)* engendré par 50.

10



Partie IV

A) Nombres de Carmichéel
IV.A1.On a

n—1 n—1

Vie [LE] o= (api*l)prl =1n1=1 [p]

donc
Vie [LE] pla™ -1

Et puisque les p; sont premiers, on déduit que n|a” ! — 1 donc que a"~! =1 [n].

Comme 561 = 3 x 11 x 17 et 2|560, 10/560 et 16]560, on en déduit que 561 est un nombre
de Carmichéel.

Comme 10585 = 5 x 29 x 73 et 4|10584, 28|10584 et 72|10584, on en déduit que 10585 est
un nombre de Carmichéel.

IV.A.2.a. On a Card (Z/nZ)* = 271, Le nombre a étant impair, il est alors premier avec
n ainsi @ € (Z/nZ)*. L'ordre de & divise 22! donc est pair. Puisque 2% — 1 est impair,
'ordre de a ne peut diviser 2% — 1 donc si a #Z 1 [n] alors a?"~! £ 1 [n].

On peut conclure qu’il n’existe pas de nombre de Carmichéel de la forme 2¢.

IV.A.2.b.(i). Montrons par récurrence sur le nombre k de facteurs premiers de n que S,
est en bijection avec Sp‘fl X ... X Sp:k.
— amorce : k = 2 : cela a été déja fait a la question 1.4.

k k—1
— hérédité : supposons la propriété vraie au rang k — 1. Soit n = pr“ = pp* H Pyt
i=1 i=1
Compte tenu du fait que
k—1
O (7N .
JRA H p;* =1 car les p; sont premiers
i=1
on a, d’apres la question 1.4.,
Sn = szk X SHi:ll P‘?l
k—1
On peut appliquer 'hypothese de récurrence a H p;* et on obtient alors
i=1
Sn = Ska X Sp(lll X ... X SP:EII
hn

Spflxl X ... X Sp:k

La propriété est donc vraie au rang k
Soit donc t € Z tel que
t=h, (w,1,...,1) [n]

De plus, t étant dans (Z/nZ)*, il est premier avec n et puisque n est un nombre de

Carmichéel, on en déduit que
t"l=1 [n]

IV.A.2.b.(ii). Ayant "1 =1 [n], on a "1 =1 [p}'] donc w™ 1 =1 [p{"]. Puisque w est

11



un générateur de (Z/pZ)%, il est d’ordre ¢ (p$*) = p*~(py — 1). Ainsi p{* H(py — 1)
divise n — 1. De plus ,il existe un entier ¢ tel que n = qp?lfl(pl — 1)+ 1. Puisque p(flfl\n,
on en déduit que pﬁ”_l\l ce qui implique que a; = 1 puis que p; — 1|n — 1.
IV.A.2.b.(iii). Si n est pair, alors n — 1 est impair, et si p; est impair alors p; — 1 est pair.
Ainsi, si n est pair p; — 1 ne peut diviser n — 1 donc n est impair.

Le raisonnement fait en (i) et (ii) reste valable pour pa, ..., py donc

Vie k] pi—1n—1

On en déduit que n est un nombre de Carmichael si et seulement si n = p;...pg ou les p;
sont des entiers premiers impairs deux & deux distincts et tels que Vi € [1;k] p;—1|n—1.

IV.A.3. Par définition des nombres de Carmichéel n ne peut étre un nombre premier.
Supposons donc que n = pq est un nombre de Carmichiel avec p # q. Alors aP?~! =1 [pq]
pour a Apg = 1. Or a?P?! = 1 [pq] implique que a??~! = 1 [p] et puisque p est premier
a? = a [p], on a a?¥~! = a97! [p], donc a?"! =1 [p]. Ainsi, on en déduit que p — 1|g — 1.
De méme, on montre que ¢ — 1|p — 1. On en conclut que p — 1 = ¢ — 1 donc que p = g ce
qui constitue une contradiction.

Par conséquent, un nombre de Carmichéel admet au moins trois facteurs premiers.

IV.A 4. Regardons I'équation modulo 85 et modulo 16 :

85p—16k=1 = —16k=1 [85] donc k= (-16)"1=69 [85]
85p—16k=1 = 8p=1 [16] donc p=85-'1=13 [16]

Donc k € (69 4 85Z) et p € (13 + 167Z).
Réciproquement, supposons que (k,p) € (69 + 85Z) x (13 + 16Z). On a alors

85(13 + 16ar) — 16(69 + 853) = 1 4 1360(cx — 3)

On en déduit que les solutions de I’équation sont de la forme (69 + 85n,13 + 16n) avec
n € Z.

Soit n =5 X 17 X p1 ...p; = 85p un nombre de Carmichéel, n — 1 est alors divisible par 16
donc il existe un entier k tel que n — 1 = 16k et on en déduit que

86p — 16k =1
De ce qui précede, on déduit
JaeZ p=13+ 16a et k = 69 + 85«

Puisque l'on cherche le plus petit n possible, il suffit de prendre & = 0 donc p = 13 et
k = 69. Ainsi n = 1105 et on vérifie aisément que 4/1104, 161104 et 12|1104.
On en conclut que 1105 est le plus petit nombre de Carmichéel divisible par 5 x 17.

B) Test de Miller-Rabin

IV.B.1. Soit a un entier premier avec n (que 'on suppose impair) tel que n soit a-ppf.
Il existe alors un entier d qui soit un diviseur strict de n — 1 tel que a® = %1 [n], et en
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élevant le tout a la puissance ”Tfl (qui est pair), on en déduit que a” ' = 1 [n]. Si cette

relation était vraie pour tout a € (Z/nZ)* alors n serait soit premier soit un nombre de
Carmichéel ce qui est contradictoire avec les hypotheses faites sur n.
Ainsi, il existe a € (Z/nZ)" tel que n ne soit pas a-ppf.

IV.B.2. On suppose n composé. Puisque

Card{a € Z/nZ | n est a-ppf} < ¢(n)

on en déduit que la probabilité d’avoir a € {1,...,n — 1} tel que n soit a-ppf est majorée
o(n) Lé . ‘nétée k foi
par = . L'épreuve etant répetee k tols, on a

$(n) )’“

P (“n est déclaré premier”) < ( 1
n—
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