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I Opérateurs linéaires positifs. Propriétés et exemples

I.1. Montrons tout d’abord que w est croissante pour la relation d’ordre partiel. En effet,
on a

fZ29=f-g9g20=u(f—9) 20= u(f) —ulg) > 0= u(f) > ulg)

Montrons le résultat annoncé :

[u(HI = eu(f) avec e = signe(u(f))
= u(ef)oref <|fl

lu(f)| < wu(]f]) car u est croissante

[.2. 11 est clair que si u est 'endomorphisme nul, alors u(eg) = 0. Réciproquement, suppo-
sons que u(eg) = 0 et soit f € H. Puisque f est continue sur un compact, || f||,, existe et
est atteinte, donc |f| < ||f|| eo- Ainsi

[u(f) < u(lf]) < Iflloulen) =0

Ainsi u(f) est nul. On en conclut que u est I’endomorphisme nul.
1.3. On a vu précédemment que

VieH |u(f)] <|flloouleo) (avec u(eg) > 0 car eg > 0)

Donc
[u(f) —u(g)l = [u(f — @)l < |f — glluleo)

Ainsi u est lipschitzienne donc continue.

I.4. De la relation rappelée dans la question précédente, on déduit que

Vf e H\{0} % < u(eg) donc |lull, < u(ep)
Or
HU(GO)HOO _ u(eg)
leoll

On en déduit que

[ull oo = u(eo)

L.5. 1l est clair que u, est un opérateur linéaire. Supposons qu’il soit positif.

Les (zn1), <h<n étant en nombre fini et distincts, ils sont isolés c’est a dire qu’il existe des
intervalles I, C I tels que x,, 1 € I, i, et que si k' # k, alors @, v & I, ;. Soit maintenant
une famille de fonctions positives et continues (fy ), <h<n telles que fpx(xn k) = 1 et
Jnk(U\Ink) = 0. On a alors u,(fpni) = Unk. Or frp = 0 donc u,(fni) = 0 et ainsi
Uy = 0. Nous avons donc démontré que u positif implique que les w,, ; sont positifs. La
réciproque est triviale compte tenu qu'une somme de termes positifs est positive.



16.1. On a
Bn(fy)(x) = ane

= zn:e%c’;xm—x)”—k
_ icﬁ (xe%>k(1—x)"—’f

n
= (xe% +1-— x) d’apres la formule du binéme de Newton

Bn(fy)(®) = on(z,y)

1.6.2. On a
n k‘ 7
Bu(ej)(z) =Y <ﬁ> B ()
k=0
Or
o, o7 L
k=0
i d (e%y>
k=0 dy’
" k:)j ky
= — en Bn,k-(x)
k=0 (n
Ainsi ,
éy¢n o g kY’
?@70“0)_k0<5> By () = Bale;) (@)

1.6.3. On a, d’apres la question précédente,

Bn(eo)(z) = ¢@n(z,0) =1= Bn(eo) = €0
n—1

Bp(e1)(z) = n’ (me% +1—at) =2 = By(e1) =€

n

—1 n—2 1 1
Bu(es)(z) = ——a? (xe% +1-— x) = (1 - —) 22 = B (e2) = (1 -

n n n

[.7.1. Effectuons le changement de variable v =z — ¢ d’ou dv = — dt. Ainsi

Tr—T

s T+
uPe) = [ fe-or@i= [

-7 r+7 T—T
Or la fonction ¢t — f(t)K(x — t) étant continue et 2m-périodique, on a

/ o FOK@—tydt= [ FOK@—t)dt

—T

2

)e:

—f(U)K(x—v)dU:/ fO)K(x—t)dt



En effet, soit g € F, posons pour tout o € R

Puisque g est continue, v est alors dérivable, et on a
7'(a) = gla+m) — gla —m)
Les quantités a + m et o — 7 différant de 27, on déduit de la 2w-périodicité de g que
Vo eR +/(a) =0

Et finalement, on a
vaeR y(@)=1(0)= [ gt)d

—T
[.7.2. La fonction K étant un polynoéme trigonométrique, on a

n
K(t) = ao+ Y _(aycos(kt) + by sin(kt))
k=1
On en déduit, en utilisant des formules classiques de trigonométrie, que

Kx—t) = ap+ Z(ak cos(k(x —t)) + by sin(k(z — t)))
k=1

= ao+ Y _[a(cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sin(kt))
k=1
+bi (sin(kz) cos(kt) — sin(kt) cos(kx))]
= ap+ Z[(ak cos(kt) — by, sin(kt)) cos(kzx)
k=1

+(ag sin(kt) + by, cos(kt)) sin(kx)]

K(x—t) = ao+ Y (on(t)cos(kz) + Bi(t) sin(kx))
k=1

u(f) = [ FOK@ -1

™
= Qo f(t) dt
—T
n e T
+) [< F(®)a(t) dt) cos(kz) + < F()Be(t) dt> sin(kx)]
k:]. —Tr —T
On en déduit que u(f) est un polynéme trigonométrique.
[.7.3. Si K est positive, alors u est clairement positive. Montrons la réciproque.
Raisonnons par l'absurde en supposant qu’il existe tg € R pour lequel K(typ) < 0 puis

en montrant que u(f)(0) < 0 (avec f > 0 judicieusement choisie) ce qui contredira la
positivité de u.



Montrons d’abord qu’il existe t; €] — 7, [ tel que K(t1) < 0. Si ty & Zm, alors par 27-
périodicité de K, on peut trouver t; €] — m, [ tel que K(t1) < 0. Si tg € Zm, alors par
continuité de K, il existe un intervalle I centré en ¢y tel que K|; < 0. L’ensemble Zm étant
constitué de points isolés, on en déduit I'existence de t{, € I\Zn tel que K (t{) < 0 donc
I'existence de t; €] — m, [ tel que K (¢1) < 0.

Par continuité de K en t1, il existe alors un intervalle [y C] — m, 7| centré en t; dans lequel
K est négative.

Considérons une fonction fy positive, continue et 2w-périodique telle qu’elle soit nulle sur
[—7, 7]\ 1y et strictement positive sur [y. Puis posons pour tout ¢t € R f(t) = fo(—t) (donc
f(=t) = fo(t)). On a alors

w0 = [ Ft) () dt = _ﬂ foDK (1) de = | fo(t) (1) de < 0 car Ky, <0

—T

Donc u(f)(0) < 0 ce qui contredit la positivité de u.

[.8.1. La fonction 6, présente des discontinuités en les multiples entiers relatifs de 7. Ob-
servons le comportement de ¢, au voisinage de ses discontinuités. Soit k£ € Z, on a alors

sin(pzx) _ sin(px — pkm + pkr)  (—1)PF sin(p(z — kn))

bp(z) = sin sin(x — kr +kr)  (=1)F sin(z — k)

Or au voisinage de 0, on a sinx ~ x, donc au voisinage de kr

x — k)

0. (2 mo (—1)-DRPE = KT) L p1yk

p(2) ~ (~1) P DREE ) ()b

Ainsi 6, est prolongeable par continuité en chaque point de Zm en une fonction nommée
6p. De plus, 6, étant clairement 27-périodique sur R\Zm, il faut vérifier que 6, est encore
2m-périodique

Op(km +27) = B, ((k + 2)m) = (=1) P VEF)p = (—1)P=DE(—1)2P~Vp = G (kn)

Par conséquent, 0, se prolonge en une fonction continue et 27-périodique sur R.

[.8.2. En utilisant la linéarité de la partie réelle (notée Re) et I'égalité cosx = Re(e™®), on
a

z”: cos(kx) = Z Re (eik’”>
k=1

3

On obtient donc




On en déduit que

sin (g) <% + ;cos(k:x)> = %sin (g) + cos <n—2|- 1$> sin (%)

Or en utilisant les formules de trigonométrie, on obtient

n+1 . <nx) 1/ . 2n +1 . (x)
COS | sin |\ — = — Sin xT — Sin { —
2 2 2 2 2

Donc

[.8.3. On remarque tout d’abord que

1 o 1 x
5 + ;COSU{HT) = 592714,1 <§>

car 1’égalité est claire sur R\Zm et puisque le membre de droite est partout continue et
2m-périodique, 1'égalité se prolonge a R tout entier.
Montrons ’'égalité demandée

n

Su(f)@) = — _ﬂ f(t)dt—i—%Z[( i f(t)cos(/-ct)dt) cos (k)

2
k=1 -n

N < " F () sin(ikt) dt) sin(k‘x)]

—Tr

= % B0 dt+%z " F(0)(cos(kt) cos(ka) + sin(kt) sin(ke)) dt
- k=1Y"T
= % ’ f(®) dt+%z i F(t) cos(k(z — t)) dt
T k=1""T
= %/ﬂ f(t) <% + Zcos(k(:v - t))) dt
o k=1
5,00 = 5 [ 0 (25) a

[.8.4. En utilisant la linéarité de la fonction partie imaginaire (notée Im) et 'égalité



QY

sinz = Sm

On en conclut que

Puis que

1.8.5. On a

Posons

sm( )Zsm(2k+l )_sm (g‘”)

1 ™

27m/7rsm Tt <Zsm<
. n(x—t
2mn J_, sin (IT_t) sin (IT_t)

1 us ( ) Siﬂ2 <n(x2_t)> it
2mn J_, sin? (%)

1 T 9 x—t
%/_F f()0211 <T> dt
1, tY_2 (1, -
T omn M \2) T an\ 2 =



Remarquons d’abord que K, est positive. Montrons ensuite que K, est un polynéme
trigonométrique

n 2
Kn(t) = % (% 4 Zcos(kt))
k=1

2 [1 &
= —13 + Z cos(kt) + cos(kt) cos(fx)
1<k t<n
= 2 S cosh) 4 (cos((k + 0)t) + cos((k — O)1))
|4 2
k=1 1<k (<n

On en déduit que K, est un polynéme trigonométrique positif.

1.8.6. De la question 1.7.3. et de la positivité de K, on déduit la positivité de 'opérateur
linéaire T,.

[.8.7. On a pour tout (j, k) € Z>

1 /™ ... 1 /™ ..
_/ it ikt gy — _/ ez(]-i—k)t dt
Z - T

En notant d; le symbole de Kroenecker, on a
1 [T ...
—/ eItetkt g = 95
T J—
—T

On en déduit

1 [" : 1
T 2° 7 ’
1 s
—/ cos(jt)cos(kt)dt = Re(6j—p+ 0—j k)
T
= (5]-7]@(1 + 53',0)
1
—/ cos(jt) sin(kt) dt = %(5j,—k+5—j,—k)
s
= 0
— sin e = j—k — 20—j,—
L ! 2 g h
1 ™
T

Oj p—0_j_
/sm]t cos(kt)dt = %(%)
0
o

1 8jk—0_j_
—/ cos(jt) sin(kt)dt = Sm <M>
T i

= 5j7k

On en conclut que

et Sp(c;) = 0 sinon.

et Sy (s;) = 0 sinon.



On a immédiatement
n—j . . .
Tn(cj) = —=¢; sin > j et T,(c;) = 0 sinon.

T,(sj) = nnijsj sin > jet T,(s;) = 0 sinon.

IT Théoréme de Korovkin sur C(I)

I1.1. La fonction f étant continue sur I compact, le théoreme de Heine permet d’affirmer
que f est uniformément continue sur I. Donc

Ve>0 >0 Y(z,y)el* |z—yl<n=|flx)— fly)|<e

Soient donc ¢ > 0 et 7. défini comme ci-dessus. Soit (z,t) € I?. Nous allons traiter les
deux cas [t — x| < et |t — x| > . séparemment :

i) Si |t — | < 7., alors d’apres I'uniforme continuité de f, on a

10 - s@ <= <o+ 2l carollle 20
ii) Si [t — x| > ne, alors
1f(t) = f@)] < [fO+|f(2)]
< 2 fll
Or |t —z|>n = % > 1, donc
176~ F@)l < 207 x 1 < 2 e -2 2l
On en conclut donc que
Vta) e 12 (f(0) — f@)] < e+ 21l ap?

€

I1.2. 1 suffit d’utiliser 'inégalité obtenue a la question précédente.
Soient € > 0 et s défini comme précédemment. On a alors

HfH

6

[f(t) = f(@)eo(t)] < eeo(t) +2

V(t,z) € I* |f(t) — f(z)| < e+27=2(t? — 2t + 2?)

[ loo
2

)

(ea(t) — 2xer(t) + ero(t))

On en déduit I'inégalité demandée.

I1.3. On a d’apres la question précédente, la question I.1., la linéarité et la positivité de u
lu(f = f(x)eo)| < ullf — fz)eol)
< <E€ + QHfH X (eg — 2ze] + x260)>
n2

IS
£l o
n?

< euleg) +2 (u(ea) — 2zu(er) + z*u(eq))



I1.4. On remarque tout d’abord que pour tout = € I
ea(x) — 2e1(x)er (z) + €2 (x)ep(x) = 2° — 222 + 22 =0
On en déduit que

gnllee = llun(e2) — €2 + 2e1(un(el) — 1) + ea(un(eo) — €o)
< Jun(e2) — €2l + [12e1 (un(el) — €1l + lle2(un(eo) — €o)ll
< lunle2) — eallo + 2llerll o lun(el) — exll + lleall o llunleo) — €ollo
Or les trois suites apparaissant dans le membre de droite de I'inégalité tendent vers 0 (car

il y a convergence uniforme donc convergence pour la norme |.||, ). On en conclut que
(9n)pen converge uniformément vers 0.

I1.4.2. D’apres l'inégalité (10), on a

(un(e2)(x) = 2zun(e1)(z) + z*un(eo)(«))

)] < cunlen)(a) + 212

)
[/ oo
2

< eupleg)(w) 42 gn ()

g
/1l
1hnlle < E!!un(eo)llooJr?T"ngnHoo

3
Or ||gn| o, tend vers 0 quand n € N tend vers 'infini, donc

n?

9
2[| fllso

INEN V=N gl <
Ainsi
AN eN Vn>2N |yl <ellun(en)lls +€

Or la quantité ||u,(eo)||,, reste bornée car ||uy,(eq) — eol|, tend vers 0 quand n tend vers
infini. On en déduit que la suite (||hnll,,), oy est convergente de limite nulle, donc que la
suite (hy,), ¢y converge uniformément vers 0.

11.4.3. On a pour tout x € 1
hn(2) = (un(f — f(@)e0))(x) = (un(f) — f(2)un(€0))(z) = un(f)(x) — f(z)un(eo)(x)

Donc
un(f)(@) — f(x) = hn(z) + f(2)(un(eo)(x) — eo(z)) car eg = 1
On en déduit que
[un(f) = Flloo < N1hn (@)l oo + [1fllolltn(e0) = eollo
Le membre de droite de 'inégalité tendant vers 0 quand n tend vers I'infini, on en conclut

que (un(f)),ey converge uniformément vers f.

I1.5. Compte tenu de ce qui précede, pour montrer que (B, (f))n>1 converge uniformément
vers f, il suffit de montrer que (By,(€;))n>1 converge uniformément vers e; pour i =0, 1,2
(car By, > 0).



Etant donné que By,(eg) = eg et que By (e1) = ey, il reste a établir la convergence uniforme
de By(e2) = (1 — %) es. On a

1
1Bn(e2) = ealloo = lle2lloe 7= 0

On en déduit que (By(f)),>; converge uniformément vers f (ce résultat est en fait assez
intuitif en faisant de simples raisonnements probabilistes).

I1.6. On remarque tout d’abord que sur [0, 1], B,,(f) est un polynéme, donc de la question
précédente on déduit la densité de R[z] dans C([0,1]) pour la norme de la convergence
uniforme.

Si maintenant I = [a, b], on considere la fonction 7,5 : € [0,1] — a + (b — a)z € I (qui
est polynomiale et de réciproque polynémiale). Soit f € C([1), alors f o7, € C([0,1]). De
la remarque précédente, on déduit alors que (B, (f © Tap)),,», converge uniformément vers
foTap, donc que (Bn (foTap)o T;;>n>1 converge uniformément vers f. Par conséquent,

R]x] est dense dans C(I) pour la norme de la convergence uniforme.

I1.7.1. Montrons que la fonction u,(f) a bien un sens. On a pour x > b, f(x) = f(b) donc

—nx kY n* k —nx n k
WD) = e X f(5) ke Y

0<k<nbd k>nb
—nx k nk k —nx nr nk k
= e Z f<ﬁ>ﬁ$ +e " f(b) [ ™ — Z i
0<k<nbd 0<k<nbd
. k n*
0<k<nb

Cette derniére somme étant finie, u,(f) a bien un sens. Remarquons de plus que u,, est
trivialement une application linéaire positive de C(I) dans lui-méme.

10



I1.7.2. Nous avons les relations

k

n
—nzx k. _
e Z k!az =1
k>0
k k—1
—anﬁn_ ko _ xe—nxz n .,Ek—l
n k! (k—1)!
k>0 E>1
k
n
_ —nz ok
k>0
k
—anﬁn_ ko _ -
n k!
k>0
2k k—1
7mvz E n_xk _ xefanE n xkfl
n/) kl n(k—1)!
k>0 k>1
k
= 7 —nxzk+1n_ k
n k!
k>0
kn T nk
—nx k —nx k
= zxe Z —I" + —e Z—x
n k! n k!
k>0 k>0
2k
_ k\“n x
en:vz n —l‘k — ZL‘2—|——
n) k! n
k>0

De ces trois relations, on déduit

De plus, on a
k 2nk nk
mltm @) @ = S ([ow) et e e 3
O<k<snb ' k>nb

Or pour £ > b, ona (b—2)? < (£ - a:)z, on en déduit

o k 2pk T
un(t»—>(t—:c)2)(x)<e Z<E—$) ka:E
k>0

Nous avons vu a la question II.1. que
2 o ”f”oo . 2
V(t,z) e I7[f(t) — fz)| Se+ 2772 (t —x)

On déduit de cette inégalité que

lun(f)(x) — f(2)] < eunleo) +2”J;’Elooun(t — (t—2)?)(z) <e+2 e

1flloo =

Ainsi, si x € I (qui est compact donc borné), on a pour n suffisamment grand

lun (f)(x) — f(2)] < 2

11



d’ott on en déduit la convergence uniforme de (uy(f)),>; vers f sur I.

I1.8.1. On remarque que xg, 1, T2 racines de 0 est équivalent a

90($0) 91 (l‘o) 92(%0) agn O
Ho(xl) 91 (l’l) 92(.%'1) al = 0
Oo(xa) O1(x2) O2(x2) a9 0

Appelons M la matrice apparaissant dans la relation précédente. L’existence de Mg, A1, A2
implique la relation matricielle suivante

00(560) 90(331) Go(ZEg) )\0 0

91 (x()) 91(%‘1) (91(%2) /\1 = 0

(92 (CC()) 92(351) (92(:132) )\2 0
tM

Soit donc y € (Im M)+\{0} (y existe car (Im M)+ = {0} impliquerait que Ker M = {0}
ce qui n’est pas le cas puisque (ag,ai,az) € Ker M et que ce vecteur est non nul). Or
Vz e R® (!My,z) = (y, Mx) = 0. Donc pour z = ‘My, on a
I"My||* = ("My,"My) =0 ="My =0
Posons
Yy
2max(|yol, [y11, [y2])

On a clairement |y;| < 1 pour k = 0,1,2. Si au moins deux des y;, sont positifs ou nuls

alors on pose A = ¢/, sinon on pose A = —y/.

/
y =

I1.8.2. On remarque d’abord que 0 < d,, < 1 donc 0 < ey — 3, < 1. De plus 1 4+ A\g = 0,
donc si f > 0, alors u,(f) est clairement positif (car 0 < A\ < Ag).

I1.8.3. On a
un(0k) = (eo — 0n)0k + (Ox(x0) + Aobk(x0) + MOk (1) + A2bk(22))dp
(60 — 6n)9k + ek($0)5n
O + (O (x0) — O1)on
un(ﬁk) — Qk = (Qk(a}()) — Qk)(5n

La fonction 6, étant continue en xg, on a

1
Ve>0 3dn.eN |z—z9| < = |0k (x) — O (x0)] < €

)

Soient € > 0 et n. € N. Soit, de plus, n € N tel que n > n.. On a
|un(0) (%) — Ok ()| = |0k (z0) — Ok(2)[|0n] <el=¢

On en déduit la convergence uniforme de (un(6x)),>; vers 0.

1 siz=uxag

I1.8.4. On remarque que (d,),>; converge simplement vers z — 0 sinon . Ainsi
pour toute fonction f € H, la suite de fonctions (un(f)),; converge simplement vers
x’_){f(a:) siz = xo
(1 + )\o)f(xo) + )\1f($1) + )\2f($2) sinon.

12



Donc si Ao f(zo) + A1 f(x1) + Aaf(x2) # 0 alors uy,(f)(xo) # f(xo). On choisit alors une
fonction f telle que Ao f(zo)+A1f(21)+A2f(22) # 0. On en déduit que (un(f)), >, converge
simplement vers une fonction discontinue. Ainsi la convergence ne peut étre uniforme.

IIT Théoréme de Korovkin sur F

ITI.1. Soit f € F. La fonction f étant continue sur R, elle est alors continue sur [—27, 47]
qui est compact. Ainsi, d’apres le théoréeme de Heine, f est uniformément continue sur
[—27, 47]. Soit € > 0, on a

e >0 V(ta) € [~2man]? |t —al <n. — |f() — f2)| <<

Soit (t,x) € R? tels que |t — x| < 1. = min(n.,27). Soit k € Z tel t — 2kw € [0,27], et
posons t' =t — 2kmw et 2/ = x — 2kw. On a alors |t — 2/| <0l <., t' € ]0,27] C [—27, 47|
et
—L < V<l =t -l <A <L+t = L <2 <l + 2
Or nl <27 et —27m < —1., donc
-l <2’ <l 421 = 271 <2 <dn = 2’ € [-2m,47]
On en déduit par 2m-périodicité de f que

[f(t) = f@)] =1f() = f@@) < e

Par conséquent, f est uniformément continue sur R.

I11.2 Remarquons tout d’abord que z — sin? (x) est croissante sur [0, %] et m-périodique.
Montrons qu'il existe k € Z tel que |t —x — 2k7| < 7.

Supposons qu'un tel k existe, on a alors

t—
[t —x—2kn| <<= 2k—1)r<t—2z<2k+ 1) m<=2k—-1< *

<2k+1

Posons £ = [t_Tx] ([.] désignant la fonction partie entiere). Si ¢ est impair, alors k = “‘Tl
et si £ est pair, alors k = g convient. Réciproquement, un tel choix de k implique que
|t —x — 2k7| < 7. Posons t' =t — 2km.

Soient € > 0 et 0 < 7. < 7 venant de I'uniforme continuité de f sur R (si 7. > 7, on le

divise par m + 1). Si [t — x| < 7., alors

£l
|f(t) = f@)| = |f(t) — f(@)] e <&+ 2751 (t) car ¢, >0
Yo (7e)
Supposons maintenant que [t — x| > 7., on a alors
-z 7
Ne < |t —z| <7 = 0<772€<| 5 |<2

t—
— sin® (%) < sin? <| 2 :c|>

sin? (It’—x|>
D)
= 1<
sin? (%5
2 (t—x—2km
sin
= 1 ,(2 = )
sin (75)
t
= 1< ¥a(?)
7/)0(775)



On en déduit

a(t) 1l
~go(n) ~ T Fuolne)

[£() = f(@)] = [£(t) = f(2)] < 20fllo < 20I£] e (t)

On en conclut que

||f||oo
%(77 )

V(t,x) €R? |f(t) — f(z)| <e Wa(t)

II1.3. D’aprés la question précédente

11l oo t—x
|f(t) = f(z)co(t)] < ecolt) + 21/10(775) sin < >

sin? <t - ”") _ 1= COSQ“ —2) _ %(co(t) ~ cos(z)er (£) — sin(a)s1 (1)

Ainsi

||f”oo) (co — cos(z)c — sin(x)sy)

|f = f(@)eo| < eco+ Yol

III.4. D’apres la question précédente et la question I.1., on a

u(f = f(@)eo)] < ullf = f(@)eol)

1/ lloo :
< w <€(:0 + ol )(c — cos(z)cy — sm(:v)sﬂ)
ulf — F@e) < eulco) + 111 (u(eo) — cos(a)uler) — sin(a)u(s1))
Yo(7e)

I11.5.1. L’égalité cos® z + sin? 2 = 1 implique que ¢ — c? —s?2 =0, on a donc

gn = gn — 0 =up(co) — co + c1(un(c1) — e1) + s1(un(s1) — s1)
Ainsi pour pour € > 0 et n € N suffisamment grand

19l oo < [lun(co) = collog +1-llun(cr) = 1l + Lllun(s1) = sl < 3¢

Par conséquent, la suite (gn),cy converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

I11.5.2. D’apres la question précédente et la question I11.4., on a

/1l oAl
hp(x)] < eup(co)(z) + =gn(x) = [|hnl| o < llun(co)lo + == lgn |
(o) < tn(en)(@) + 35 @) = il < el + 325 ]
Or pour n suffisamment grand |/gy ||, qﬁ%'"a)a donc

1hnlloo < ellun(co)llo +€

comme la quantité |lun,(co)l|,, reste bornée (car ||u,(co) — col|,, tend vers 0 quand n tend
vers 'infini), on en déduit la convergence uniforme de (h;,), .y vers la fonction nulle sur

R.
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II1.5.3. On a up(f — f(z)co)(x) = un(f)(x) — f(x)un(co), ainsi
[un(f) = Flloo < hnlloe + 1 = Fun(co)lloo = l1hnllo + 1 fllscllco = un(co)llo

Le membre de droite de I'inégalité tendant vers O quand n tend vers 'infini, on en déduit
que la suite (un(f)), ey converge uniformément vers f sur R.

II1.6. On a pour n > 1

[Tn(co) —collo = O
el 1

HTn(Cl) —ClHoo - n E n——+o00 0
_ sifle 1

||Tn(81) _31”00 - n - E n——4o00 0

On en déduit que les suites (T(c0)) ;15 (Tn(c1)) 515 (Tn(51)),5, convergent uniformément
respectivement vers cg, c1, s1. D’apres la question précédente, on peut en conclure que pour
toute fonction f € F, la suite (T(f)),»; converge uniformément vers f sur R.
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