CAPES INTERNE DE MATHEMATIQUES
SESSION 2002

ETUDE DU COMPORTEMENT D’UNE SUITE EN FONCTION DE SA
VALEUR INITIALE

On consi@re un nombreéela et on céfinit la suite(un) .- par

Up=a
Uns1 = S5 pourn >0

Le but de cet exercice esté&tudier, pour diferentes valeurs d& le comportement de
la suite(un) -

1. Etude d’'un premier cas particulier.
Dans cette question, on suppose que %

(a) Calculer la valeur exacte dg etus.

(b) Donner, pour chacun des hombrgset u;, un encadrement d’amplitude
102 & bornes dcimales.

(c) Montrer que, pour tout entier naturel, on a :

O<un<1
(d) Montrer que la suitéun),,-o converge vers 0.

2. Etude d’'un second cas particulier.
Dans cette question, on suppose que 2.

(a) Calculer la valeur&elle exacte, puis donner une valeur appéectiecimale
21072 prés deus, Uy etus.

(b) On consieére la fonctionf définie sur[0,+oo[ par
f(x)=€"—(x+1)(x+2)

i. Etudier le signe dd”.
ii. Montrer quef’ est strictement positive sur I'intervallg, +oo].
iii. Déduire de ce qui jreede quef est strictement positive sur l'intervalle
[3,+oo].
(c) Montrer que, pour tout > 0, on au, > n.
(d) Montrer que la suitgun) o diverge verstoeo.

3. Etude du caséreral.
On revient au caségéral al a est un nombre&el quelconque. Onésigne par
E4 I'ensemble des indicas > 0 tels queuy est strictement irfrieura 1 :

Ea={neN*u,<1}



(a) Déterminerk , etE;.
(b) Démontrer que, gk, n'est pas vide, la suit@,),.-., converge vers 0.
(c) Démontrer que, g, est vide, on a:

YneN u,>In(n+2)
et en @duire, dans ce cas, que la suitg),. o diverge verstoo.

4. Détermination d’une partition d& en fonction du comportement de la suite.
On cesigne payy I'ensemble deséelsa tels queE, n'est pas vide et pai.
celui des eelsa tels quek, est vide.

(a) Montrer queAg et A, sont deux intervalles compientaires d&.
(b) Montrer qu'’il existe un nombregelm > 0 tel que :

]—co,m[ C Ag C ]—co,m] et]m,+o] C Aw C [M,+0o[

(c) En ceduire un algorithme permettant de trouver une valeur appeodam
41072 pres.

(d) A l'aide d’une calculatrice, @terminer une valeur appraeh dem a 102
prés.

(e) Déterminer auquel des deux intervallgsou A., appartient le nombreeel
m.

GEOMETRIE DANS LE PLAN COMPLEXE

Ce probeEme comporte deux parties : la partie | permet de retrouver éesltats
classiques de &pnetrie du triangle ; la partie 1l aborde des questions relativieta
droite. Ces deux parties sont iegendantes I'une de I'autr,I'exeption de la question
I1.5. qui utilise des ésultats de la partie .

Dans tout le proliime, on se place dans le plan affine euclidient.

On rappelle que, dans un triangle, le pied de la hauteur passant par un sommet est
I'intersection de cette hauteur avec k& oppog a ce sommet.

D’autre part,z é&tant un nombre complexe, oasigne pae son conjugé et parz|
son module.

Partie |

1. Question peliminaire
Définition 1: On appelleguadrangletoute figure du plan forée par six droites
joignant deuwa deux quatre points du plan non al&gtroisa trois. La figure ci-
dessu ref@sente le quadrang(®NPQ). Les pointdM, N, P, Q sont lessommets
de ce quadrangle et les segmeiidN], [NP], [PQ], [QM], [PM], [QN] en sont
lescotés
Définition 2: On dit qu'un quadrangle est orthocentrique si et seulement si,
chacun de ses sommets est I'orthocentre du triangle&quan les trois autres
sommets.



(a) Démontrer qu’'un quadrangi@MNPQ) est orthocentrique si et seulement
si le pointM est I'orthocentre du triangle PQ.
On se place &sormais dans le plan complexe rappat regre carésien
orthonormal direct{ O; ?,T) et on appelld le cercle de centr® et de
rayon 1. SoitA, B, C trois points distincts d€ tels que le triangl&BC ne
soit pas rectangle. On no&eb, c les affixes respectives des poiisB, C.
Le pointM d’affixe m sera parfois n&M (m).

(b) Tracer une figure soigre repésentant I'ensemble des situatigtsdées
dans la partie I. On comgtera cette figure au fur atmesure des questions
qui seront traites.

2. Construction d’'un quadrangle orthocentrique.

(a) SoitC' I'image du pointO dans la syratrie orthogonale par rappaatla
droite (AB). Démontrer qué’ est distinct deD, puis ceterminer la nature
du quadrilagre AOBC. Démontrer que I'affixe d€’ esta+b.

(b) On consi@re le poinD tel queOC'DC soit un paraklogramme éventuellement
aplati).
i. A quelle condition portant sur le trianghkBC les pointsO, C', D, C
sont-ils aligres ?
ii. Démontrer quéCD) est une hauteur du trianghBC.
(c) Démontrer que I'affixel du pointD est

d=a+b+c

En déduire qugAD) et (BD) sont des hauteurs du triangh8C.
(d) Démontrer que le quadrag(&BCD) est orthocentrique.

3. Le cercle et la droite d’Euler d’un triangle.

(@) On consi@re le milieu commui€C; des segmentfAB] et [OC'|, le milieu
communQ des segmentfOD] et [CC'], et enfin le milieuC, du segment
—

[CD]. Déterminer les affixes des vecte@g2 et(TCz.

(b) En déduire que le cercle de rayob centé enQ passe par les milieux
respectifsAy, By, C; des ©tés[BC|, [CA], [AB] du triangleABC, par les
milieux respectify, By, C; des segmen{&\D], [BD], [CD] et par les points
As, Bz, Cg3, pieds des hauteurs du du triangiBC passant respectivement
parA, B, C.

Le cercle pecedent est appéekercle d’Euler du triangle ABC

(c) Montrer que I'homotktieh de centreD et de rapport 2 transforme le cercle
d’Euler du triangleABC en le cercle circonscrit au trianghBC.

(d) Al'aide de ce qui peazde, donner une&inonstration du #oeme suivant



Théoréme 1: Etant don& un quadrangle orthocentriqu&BCD), les qua-
tre triangles étermirés par ses sommets pris trai$rois ont le M@me cer-
cle d’Euler. Celui-ci passe par neuf points : les six milieux dag<du
quadrangle et les pieds des hauteurs des triangles.

(e) Soit G le centre de gravét du triangleABC. Calculer I'affixe deG; en
déeduire que les point®, Q, D et G sont aligres. Lorsque le trianglaBC
n'est pasequilaéral, la droite passant par les quatre poin&apdents est
appeéedroite d’Euler du triangle ABCPI&ciser la position des poirf et
G sur le segmenOD]. Que se passe-t-il si le trianghBC estéquilaéral ?

4. Cercle d’Euler assoeia un quadrangle orthocentrique.
On ajoute aux pointé, B, C, D, C’ introduits peccdemment le poind’ (b+c)
et le pointB' (c+ a).

(a) Démontrer que le cercle circonscrit au trianghéB'C’ est cente enD et
de rayon 1 et que le quadrand®&B'C’'O) est orthocentrique ( on pourra,
en le justifiant, utiliser le fait que le trianglkEéB'C’ est 'image deABC par
une isongtrie que I'on pecisera).

(b) Compkter I'eénoné suivant :
Théoreme 2: Soit un quadrangle orthocentriq@dBCD). |[...]. Les huit
triangles]...] ont le méme cercle d’Euler; ce cercle passe par les douze
points]...] rattacles au quadrangle.

(c) On s’interesse maintenant aux droites d’Euler.

i. Démontrer que le trianglABC estéquilagral si et seulement si on a
a+b+c=0.

ii. Dans le casw le triangleABC n’est pasequilagral, que peut-on dire
des droites d’Euler des triangla8Cet AB'C’ ?

5. Un peu d'histoire des maimatiques.
Comme on le sait, 'oeuvre de Leonhard Euler ( 1707-1783 ) est colossale et
touchea tous les champs des mathatiques; mais Euler est plus connu pour
ses travaux en analyse qu’'ee@nretrie; sesétudes dans cette branckéaient
souvent petextea revenira I'analyse qu'il affectionnait. Toujourgépris d’'un
profond cesir de claré, il fut ames & préciser nombre de notations encore en
vigueura I'heure actuelle.
Pouvez-vous, parmi vos connaissances personnelles des programmes du sec-
ondaire, choisir un point gcis ( notion matématique ou notation ) qui soit un
apport de ce ma#imaticien et le situer comme tel dans une courés@ntation
d’une dizaine de lignes accessillelestleves de lyée ? Le cercle d’Euler et la
droite d’Euler ne peuverdtre retenus ici.

PARTIE Il

Dans cette partie, le plan complexe est toujours rappartun regere carésien
orthonormal direct d’origine O. On &signe toujours par le cercle de centre O et de
rayon 1 et on note, commegmédemment, a, b, ¢, d les affixes respectives des points
A, B, C, D. On conseille vivement dealiser plusieurs figureparées.



1. Soient[AB] et[CD] deux cordes parailes du cercl€. Démontrer que les angles
orienés de vecteuréOA OC) et (OD,OB) sontégaux. En éduireab= cd.

2. Equation complexe d’une droite dans le plan complexe.

(a) Soitl le milieu d’'une corddAB] du cerclel". SoientZ(z) un point,S(z)
'image deZ dans la syratrie orthogonale par rappaitla nmediatrice du
segmentAB] etT (t) le synétrique du poinS par rapport au poinit.

i. Lorsque le poinZ est different du poinD, montrer que
s z

——=ab
sl |2

puis exprimet en fonction deg, b, z. Le résultat obtenu est-il valable
guandZ caincide ave® ?

ii. Démontrer que le poirk appartient la droite(AB) si et seulement si
Z=T.

iii. En déduire que la relation :

(1) z+abz=a+b

caracérise les points de la droité\B).

iv. Soit[PQ] un dianetre del". On notep I'affixe du pointP; demontrer
que les points de la droifgQ) sont caradrises par

z—p’2=0

(b) SoitAune droite quelconque du plan passant par le phif#) et paraléle
a(PQ). Montrer que la relation

2  z-pz=2-0"%

caracérise les points de la droit#® ( On pourra noter que le poizt(z)

appartienta la droiteA si et seulement si son image par la translation de
g

vecteurZoO appartieng la droite(PQ).

(c) Quelestle coefficient directeur complexe de la droiB) définie au 11.2.1
2

3. Soient[AB] et[CD] deux cordes paralles du cercl€. La droite perpendiculaire
a [AB] passant pab recoupe le cercl€ enD’ (d') ( les pointsD etD’ peuvent

éventuellemengtre confondus ). Bmontrer qu&’ = —c puis que
ab
d=-—
d

4. Droite de Simson
SoientA, B, C, D quatre points distincts deuxdeux du cercl€. On noteU (u),
V (v), W (w) les projeés orthogonaux respectifs du poisur les droite3AB),
(BC), (CA). On se propose deétinontrer que les trois points U, V, W sont
alignés.



(a) Démontrer ce&sultat lorsque la cord€D] est un diamatre du cerclé .

(b) On se place dans le cas @ cordelCD] n’est pas un diagtre del” et n’est
pas perpendiculaira la corde[AB]. La perpendiculairé la droite(AB)
passant pab recoupe le cercl€ enP.

i. Démontrer que les angles oriéstde droite§(CA) , (CP)) et((WA), (WU))
sontégaux.

ii. Déterminer le coefficient directeur complexe de la drdil&V) et en
déduire que les trois point$, V, W sont aligrés.

(c) Démontrer que les points, V, W sont encore aliges lorsque la cord€D)
n'est pas un diagtre du cercld et est perpendiculaira la corde[AB] (
On pourra utiliser la tangenteau cercld™ au pointC ).

La droite passant par les poirils V, W est appededroite de Simson du
point D relativement au triangle ABC

5. Cette question utilise deésultats obtenus dans la partie |. Ongmbntre le :
Théoreme 3: Dans un quadril&@re inscrit on consigre pour chaque sommet sa
droite de Simson relative au triangle fogrpar les trois autres sommets. Les qua-
tre droites ainsi éfinies sont concourantes en un point appartenant aux cercles
d’Euler des quatre triangles.

Reprenons les hypases et les notations de la question 1.4,

(a) SoitH l'orthocentre du triangl&BC. Quelle est I'affixe deH ?

(b) Déterminer unéquation complexe des droitéBU) et (AB). En céduire
la valeur deu en fonction des, b, d.

(c) Montrer alors que la droite de Simson du pdintelativement au triangle
ABC admet pouéquation complexe :

abc

(3) z— —2:}<(a+b+c+d)—a—IOC

d

273 (a+B+C+H)>

(d) Montrer que le point. d'affixe
1
| = (a+b+c+d)

2

verifie la conclusion du #oeme 3.



