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1 premiére partie

Question 1.1 (étude du sens de variation dg¢)
La fonction f est dérivable car c’est une fonction polynéme. On obtient pour tout réel
z, fl(z) = =2z + 2.

flx)>0e 224+2>02<1
Pourz €] — oo; 1], f est croissante. Et poure€]1; +o0], f est décroissante.

Question 1.2 (Les racines d¢f(x) — x)
Pour tout réelf(z) —z = 0 & —2% + x + 1 = 0. C'est un trindbme du second degré.

A = 5. Il y a deux solutions distinctes, = %5 etl, = %‘F’

Question 1.3 (Deux propriétés)

a) f(z) — z > 0 si et seulement st €]l;; l,[. Car le polyndme-z? + = + 1 est négatif
quandz varie a I'exterieur des racines. On en déduit que i [;, alorsf(z) < z. Ce

qui implique quef(z) < [;.

b) D’aprés I'étude de la question I.1. nous avons démontré que sur l'intétyalec],

f était décroissante et admettait la valeur 2 comme maximum. On en déduit que si
x €]1;2], alorsf(x) < 2.

D’autre part, commef(2) = 1 et quef strictement décroissante sir +oo[, on en
déduit que sic €]1;2[, alorsf(z) > 1.

Question 1.4 (Tableau de variation def)

p:.
A—Q;

e L e

M#Jr,,., ;

Question 1.5 (Courbe représentative d¢)
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Question 1.6 (Détermination deC; N (D))
Résolvons le systeme suivant :

{zz _xQ_fx+1 s -—1’+r+1=0% f(z) —z=0.

Les solutions sont = {ly;l5}. Pourz € [ly;15] f(z) > z. C'est & dire qu&; est au
dessus déD). Mais siz n'appartient pas a l'intervalg; ; ;] alors f(z) < = etC; est au
dessous déD).

2 Deuxieme partie

Question 2.1 (Calcul des premiers termes de la suite)

a) Dans le cas o/, = —0,7, alorsU; = —0,89, Uy, = —1,572, U3 = —4,616,
Uy, =—29,54,Us = —930, 5.

b) Dans le cas ol = 1,25, alorsU; = 1,9375, Uy = 1,1211, U3 = 1,9853, Uy =
1,0291, Us = 1,9992.
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Question 2.2 (Montrons que si la suite converge alors ¢a ne peut-étre que vers un point fixe)
Par définition de la limite d’une suite, nous pouvons écrire diie U, = hIJ{l Upit.

T——+00 x
C'est a dire quelirf U, = lirf f(U,). Mais nous avons pris comme hypothése qu'il
existant un réel tel que hrf U, = A. Donc de par la continuité de la fonctigh

lixf fU) = f( lir+n U,) etA = f(\). On en déduit qua = [; ou\ = [s.

Question 2.3 (On suppose qué&j < [;)

2.3.1 Montrons que pour tout entiern, U,, < [y

Par récurrence sur I'entier. C’est vrai pour le ran@ puisquel/; < /. Supposons que
ce soit vrai pour le rang (c’est I'hypothése de recurrence).Montrons que c’est vrai
pour le rangn + 1. D’aprés la question 1.3 si < [y, alors f(z) < [,. Mais d’aprés
notre hypothése de recurreng < [;. On en déduit qug(U,) < [;. C'est a dire que
Un+1 <.

2.3.2 Montrons que(U,),en est décroissante

D’aprés la question 1.3.a. si < [y, alors f(x) < =z, c'est a diref(U,,) < U,. Soit
U,4+1 < U,. On en déduit que le suite décroit.

2.3.3 Montrons que la suite diverge.

La suite est strictement décroissante,son premier terme est plus petijt dprec elle
diverge car on a vu gqu’elle ne pouvait converger que Ueosi /5.

Question 2.4 (On suppose qué < U, < o)

2.4.1 Montrons quel, < U; < 2

f est strictement décroissante $urls[ donc f(l2) < f(Uy) < f(1). C'est a direly <
U, < 2.

2.4.2 Prouvons les deux égalités

f(f(Vn)) = f(f(U2n)) = f(U2n+1) = Uz(n+1) = Vot

et
f(f(wn)) = f(f(U2n+1)) = f(U2n+2) = Usnts = Wi

2.4.3 Montrons que pour tout entiern, 1 <V, < ly etly < W, <2

Nous avons/, = U, etU, €]1,[;| par hypothése. Donc ceci est vrai pour le réng
Supposons que ce soit vrai pour le ranghypothése de recurrence). Montrons que
c’est vrai pour le rang: + 1. Commef est décroissante, onfdly) < f(V,) < f(1).
Cest adirel; < f(V,) < 2. D’autre part, en composant deux fois paron obtient :
f(2) < f(f(Vn) < f(ls). Ce qui est equivalentb< V,,,1 < [s.

De la méme facon, on @&, = U; et d’apres la question 2.4l1 < U; < 2, c’est a dire

Iy < Wy < 2. 0On obtient le résultat par récurrence sur I'entier

2.4.4 Calcul def o f
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Pour tout réel;,

fof(x)=f(—2*+2z+1)
fof(r)=—(—2*+20+ 1) +2(—2*+22+1)+1
fof(x)=—a"+42° — 42 + 2

2.4.5 Factorisation def o f —id(x) = (—2? + = + 1)(2? + az + b)
On developpe I'expression ci-dessus et on obtient :

fof(x)—z=—a*+(1—-a)x®*+(1+a—b2*+(a+bz+b

Par identification terme a terme on trouve- —3 etb = 2.
2.4.6 Résoudref o f —id(x) =0

x Iy 0 1 lo 2
(-2 +2z+1)|- 0 + + + 0 - -
(z?2 — 3z +2) | + + + 0 - - 0 +
fof(er)—=x 0O - 0 + O

2.4.7 Variation des suitegV}, ) ,en €t (W), ) nen

Nous avons montré que pour tout entierl < V,, < [,. D'autre partV,,,.; — V,, =
fo f(V,) —V,.Ordaprés la question précéderfte f(x) — = < 0 si et seulement si
x €]1,15[. DoncV,,,1 — V;, < 0 pour tout entien. C'est a dire quéV/,, ), est une suite
strictement décroissante.

De la méme fagon, puisque < W,, < 2 pour tout entien, et que sul, < x < 20n a
fo f(x)—x>0,alors la suitg1V,,),.cn €St croissante strictement.

2.4.8 Montrons que ces deux suites convergent et précisons leur limite

(V)nen €st décroissante et minorée gadonc elle convergélV,,),cn €st croissante
et majorée pak donc converge. Ces deux suites ne peuvent converger que vers les
solutions de I'équatiorf o f — id(x) = 0. La valeur de leur limite ne peut-étre que
l1;1;1, ou2. On en déduit quelim V,, =1 et lim W, = 2.

T——400 T——+00

2.4.9 Convergence déU,, ) en
Non, la suite(U,,),en Ne converge pas pour la valeur initidlg €]1, ;] car les deux
suites extraitegV;, ),cn et (W,,)en N'ONt pas méme limite.
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